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Abstract

どっかの国で，行列と 1次変換が無くなって，その代りに複素数平面が高

校の carriculum に復活したと聞く．悶侮禍愕省得意の互換 carriculum

である．ところが，そこでの複素数『平面』は幾何を行なう場ではない．

出て来るのは回転だけ．相似も共円性もない．これは，中学での幾何以前

の地平に押し戻されることを意味する．

本来，中学数学における初等幾何が，座標幾何という解析的な道具を手

に入れることをもって，総合と解析という対立が vector をもって止揚さ

れるその端緒を垣間見せるのが高校幾何であると信じたい．そのための

『図形と方程式』であろうし，また曲線の追跡としての媒介変数による図

形の表現であろう．

ならば，複素数平面もまた vector や微積分と同じ，対立の止揚の場と

して把え直されるべきだ．

確かに，登場する図形は，円と直線というより素朴な対象に限定される

が，初等幾何や，実 2次元平面 R2(Cartesian Plane)では見逃されるそれ

らの性質もまた，複素数平面 Cだからこそ直接的に把握され得る．
目指されるべきは，初等的，総合的幾何の完全な再構成であろう．残念

ながら，この version 2015/01/17JST では，Theorem of Feuerbach の

手前までしか論を進めることができなかった．それでも尚，円と直線のイ

カシタ collaboration を見てもらうことはできたと信じる．

2015/01/17 kymst

母との永遠の別れをすませた冬．
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iv Contents

Notes for Figures and files figArch.zip, figArch.lhz

いくつかの図はWada Keisuke氏が作成された Function ViewというGraph Drawing

Program で描画した．例えば Figure 2.4 (p.18)などである．それらの図の近くに

file: thNPCC.fvw

A, B, C :drag-able

のような marginal note がある．

これは，figArch.lzhまたは figArch.zipを解凍してできる directory distribute

に入っている file: thNPCC.fvw を Function View で開けば，点 A,B,C を drag する

ことにより図を動かして見ることができる，という意味である．是非とも試してみて欲

しい．

Function Viewについては，http://hp.vector.co.jp/authors/VA017172に access

することによって詳細を知ることができるし，また down load する page への Link が

ある．

この場を借りて，著者 Wada Keisuke 氏に感謝したい．

kymst
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Chapter 0.

Some Preparations — 準備

0.1 行列式について

ある国の愚民政策により，我々の数学から線形代数と呼ばれる数学全体の中枢が奪われ

た．我々は奪われたものは取り返す．この Document を読み進めるにあたって，必要な

最低限の知識を以下にまとめておく．線形代数全体が必要なわけではない．2次と 3次の

行列式だけである．

0.1.1 行列

一般に，4個の複素数 α, β, γ, δ を正方形状に並べた(
α β
γ δ

)
を 2次正方行列 ◃1 と言い，横の並びを行 ◃2，縦の並びを列 ◃3 と呼ぶ．それぞれ上から第 ◃1square matrix of second de-

gree

◃2column

◃3column

1行，第 2行，また左から第 1列，第 2列と言う．

また 3× 3 = 9個の複素数 αi, βi, γi (i = 1, 2, 3)を正方形に並べたα1 α2 α3

β1 β2 β3

γ1 γ2 γ3


を 3次正方行列 (square matrix of third degree)と言う．列や行の定義は 2次の場合と同

様である．

0.1.2 行列式

2次正方行列A =

(
α β

γ δ

)
について，αδ − βγ をA の行列式 ◃4 と言い，これを ◃4determinant

detA,
∣∣A∣∣, ∣∣∣∣α β

γ δ

∣∣∣∣
と表わす．行列式は様々な場面で『悪用』される．parameter 表示された極線の曲率や，

また閉曲線の囲む面積が ∣∣∣∣ẋ ẍ
ẏ ÿ

∣∣∣∣
(ẋ2 + ẏ2)3/2

,
1

2

∫ α

β

∣∣∣∣x ẋ
y ẏ

∣∣∣∣ dt
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で求められることをご存じの方も多いと思う．

複素数平面 C上でも，行列式の『悪用』は続く．ただし，必要になるのは 3次正方行列

の行列式である．その定義に進もう．

3次正方行列

C =

α1 α2 α3

β1 β2 β3

γ1 γ2 γ3


について，その行列式を

detC
def
= α1

∣∣∣∣β2 β3

γ2 γ3

∣∣∣∣− α2

∣∣∣∣β1 β3

γ1 γ3

∣∣∣∣+ α3

∣∣∣∣β1 β2

γ1 γ2

∣∣∣∣ (1)

により定義する*1．これはまた ∣∣∣∣∣∣
α1 α2 α3

β1 β2 β3

γ1 γ2 γ3

∣∣∣∣∣∣
とも書かれる．式 (1) は detC の第 1 行についての展開と言われる．(1) の右辺第 2 項

の符号に注意せよ．これだけ −である．実際に (1)の右辺をすべて計算してみると

detC = α1β2γ3 + α2β3γ1 + α3β1γ2 − α1β3γ2 − α3β2γ1 − α2β1γ3 (2)

となる．

他の行や，また列についても展開することができる．例えば第 3列について展開すれば∣∣∣∣∣∣
α1 α2 α3

β1 β2 β3

γ1 γ2 γ3

∣∣∣∣∣∣ = α3

∣∣∣∣β1 β2

γ1 γ2

∣∣∣∣− β3

∣∣∣∣α1 α2

γ1 γ2

∣∣∣∣+ γ3

∣∣∣∣α1 α2

β1 β2

∣∣∣∣ (3)

である．今度も第 2項だけが符号 −をもつ．この結果が (2)に一致することを確かめよ．

符号がクセモノである．次のような，+と −の checker board を考えて欲しい：∣∣∣∣∣∣
+ − +
− + −
+ − +

∣∣∣∣∣∣ .
第 1行について展開した式 (1)では，

• α1 の符号は +で，その相手は

∣∣∣∣∣β2 β3

γ2 γ3

∣∣∣∣∣，
• α2 の符号は −で，その相手は

∣∣∣∣∣β1 β3

γ1 γ3

∣∣∣∣∣，
• α3 の符号は +で，その相手は

∣∣∣∣∣β1 β2

γ1 γ2

∣∣∣∣∣
である．第 3列について展開した (3)でも，同じ規則によって式が作られていることを確

かめよ．

行列式は次の性質をもつ (3 次の正方行列に限って述べるが，実際には任意の n ∈ Z+

について，n 次正方行列で成立する)：

*1 実際には，というか，キチンとした線形代数学においては，これは行列式の定義ではない．あくまでも，
以下の論考に必要な限りでの暫定的なものである．



0.2 Notational Convention 3

0.1.1 Theorem. A を 3次正方行列とする．

(i) A の 2つの行 (または 2つの列) が等しければ，detA = 0である．

(ii) A の 2つの行 (または 2つの列)が交換されるとき，行列式は符号のみを変える．

(iii) A のある行の scalar 倍が別の行に加えられても，行列式の値は不変である．列につ

いても同様．

Proof. いずれも計算により確かめられる． �

0.2 Notational Convention

この document を編むに当って，筆者 kymstはいくつかの，あまり一般的ではない工

夫を行なった．それをまとめておく．

I. 虚数単位は bold roman 体 i で表わす．何も考えずに，虚数単位も
∑
記号の

index 変数も italic体の i にしているような嫌諦凶禍書や愕醜惨荒書を見かけるが，

信じられない*2．

II. 極形式 z = cos θ+ i sin θについて，偏角 θを 2回書くのは無駄である．これを cis θ

で表わしている書籍を，特に英米系で見かけるようになった．この表記によって，

de Moivre’s Theorem は
(cis θ)n = cisnθ

と書かれ，ブキミナ程スッキリした式になる．ここにこそ，Euler’s Treasure

eiθ = cos θ + i sin θ,

つまり指数関数との関連，への飛躍が準備される．(eiθ)n = einθ を経て，eiπ+1 = 0

に繋がるからである．

III. z ∈ C が純虚数であるとき，z ∈ iR と表わす．つまり iR は純虚数全体の集合で
ある：

iR def
= {i} ⊗ R× =

{
iy
∣∣ y ∈ R×} .

ここで R× は，0以外の実数 R
\
{0}を表わす．

IV. 複素数平面 C上で，点を複素数で表わすとき，その複素数を sans-serif体 a, b, . . . ,

z，あるいは subindex を伴なう z1, z2, . . .で表わす．例えば，点 A が a によって特

定されるとき，A(a)などと表わす．

abc は 3つの複素数 a, b, c の積であるが，△(abc)は A(a)，B (b), C (c)を頂点

とする 3角形である．

V. C 上で A(a), B (b) であるとき，vector
−→
AB には b − a が対応するが，これを直

接 ‘=’ で結ぶのはなんとなく気が引ける．この対応を
−→
AB := b − a，または逆に

*2 次の笑い話がある．

Theorem. 離心率 e が
1

e
の楕円は放物線である．

Proof. 考える楕円 E について，e =
1

e
で e > 0だから e = 1となり，E は放物線となる．�

高校生諸君の数学に関わるオトナ達には，自然対数の底を e と書く位の delicacy を要求したい

. . . . . .という批判的精神が，高校生諸君の側から湧き立つことを期待した
い．
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b− a :=
−→
ABで表わす．この vector を

−→
ab と表わしているのをときどき見かけるが，

混乱の元である．もし必要な場合には，
−−→
(ab)とする．

VI. 3点 z1, z2, z3 を頂点とする 3角形 △(z1z2z3)を △(Z123)と表わす．同様に，4角

形 (z1z2z3z4) を �(Z1234)，5 角形 (w1 . . .w5) を Π(W12345) などと表わす．また，

相似記号として ‘∼’ を用いる．中学数学で用いた「∽」は，愕醜惨荒書以外目にす

ることはほとんどない*3．

詳しくは Section 1.2 (p.9)で述べるが，

△(Z123) ∼ △(W231)
def⇐⇒ △(z1z2z3) ∼ △(w2w3w1)

とは z1と w2, z2と w3, z3と w1が対応する頂点であり，かつ 2つの経路 z1 → z2 →
z3 と w2 → w3 → w1 が同じ向付けをもつ，つまりいずれも時計回りあるいはいず

れも反時計回りである，ような相似を表わす．これを正順に相似である ◃1 と言う．◃1similar directly

2つの 3角形が相似で，その向付けが逆 (つまり一方が時計回り，他方が反時計回

り)であるとき，それら 2つの 3角形は逆順に相似である ◃2 と言う．この場合には，◃2similar reversely

記号 ∼を用いて

△(Z123)∼△(W231), △(z1z2z3)∼△(w2w3w1)

と表わす．もちろんこの場合にも，頂点は対応する順番に書かれる．

VII. 角は向きを付けて考えるべきである．つまり 2つの vector a =
−→
OAと b =

−→
OBが

あるとき，a から b に計った角と，逆に b から a に計った角は符号が逆である．こ

のように，向きを考えた角を有向角 ◃3 と言う．a から b へと計った有向角を◃3sensed (oriented) angle

](a , b ), ](−→OA,
−→
OB)

と表わす．この辺をキチッと定義しないせいで，特に arg
b − a

c − a
などが出て来ると

ワケがワカラナクなる．A(a), B (b), C (c)であれば

arg
b − a

c − a
= arg(b − a)− arg(c − a) = ](−→AC,−→AB)

である．

VIII. 3 個以上の点が 1 直線上に並ぶことを，それらの点は共線である ◃4，また 4 個以◃4collinear

上の点が同一円周上にあることを，それらの点は共円である ◃5 であると言い，例
◃5concyclic

えば (pqr) : collinear, (z1z2z3z4) : concyclicなどと表わす．更に，3本以上の直

線が 1 点で交わる (会する) ことを，それらの直線は共点である ◃6 であると言い，◃6concurrent

(ℓ1ℓ2ℓ3) : concurrentなどと表わす．

その他，まだこの document の中でのみ定められている記法があるが，それは内容が提

示される度に断わることにする．

0.3 Acknowledgement

この documentation に当たって，筆者は次のような文献に多くを負っている (参考文

献の一覧は，末尾の Bibliography を参照されたい)：

*3 . . .って言うか，TEXが相手にしていない．数学について，どっかの国の悶侮禍愕省よりも TEXの方が
はるかにまじめに考えているので，TEXの方を信用する．
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Chapter 1.

C上の直線と 3 角形

1.1 C上の共線条件と直線

1.1.1 直線の方程式

一般に，3 個以上の点が直線上にあるとき，それらの点は共線である ◃1 と言われる． ◃1collinear

複素数平面 C上で A(a), B (b), C (c)が共線であるとき，何が成立するか? を考えて見
Fig.7-1 共線条件

A(a)

B (b)

C (c)

よう．

ある実数 k について
−→
AB = k

−→
ACであり，

−→
AB := b − a,

−→
AC := c − a であるから，

(abc) : collinear ⇐⇒ c− a

b− a
∈ R ⇐⇒ c− a

b− a
=

c − a

b − a
(1.1)

となる．この最後の式を計算してみると，

0 = (b− a)(c − a)− (c− a)(b − a)

= a(−c + a + b − a)− a(b− a) + bc − bc

= a(b − c)− a(b − c) + bc − bc

= a

∣∣∣∣b 1
c 1

∣∣∣∣− a

∣∣∣∣b 1
c 1

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣b b
c c

∣∣∣∣
となり，この最後は 3次正方行列の行列式を第 1列で展開したものに他ならない．こうし

て，まず我々は次の結果を得たことになる：

1.1.1 Theorem. 3点の共線条件

a, b, c ∈ Cについて，

(abc) : collinear ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣
a a 1

b b 1
c c 1

∣∣∣∣∣∣ = 0 (1.2)

この式 (1.2)の 3点の内，1つを動点 Z (z)と考えれば，直ちに次を得る：

1.1.2 Corollary. C上の 2点 A(a), B (b)を通る直線は∣∣∣∣∣∣
z z 1
a a 1

b b 1

∣∣∣∣∣∣ = 0 (1.3)
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で表わされる．

1.1.2 法線 vector
Fig.8-1 法線 vectorと直線

O

ℓ

H

Z (z)
n

C 上の直線 ℓ について，原点 O からの距離が d(∈ R) であったとする (ここで，d は

有向距離，つまり向きをもつ長さであり，絶対距離ではない)．ℓ の，正規化された法線

vector n が複素数 n で表わされるとしよう．つまり n := n,
∣∣n∣∣ = 1 である．これは，

ある θ について n = cis θ が成り立つことに他ならない．このとき，原点 O から ℓ に下し

た垂線の足を H とすれば，H(dn)である．

ℓ 上の点 Z (z)として
−→
HZ⊥n であり，かつ

−→
HZ := z − dn であるから，

z − dn

n
は純虚

数となる．よって

z − dn

n
∈ iR ⇐⇒ z − dn

n
+

z − dn

n
= 0

⇐⇒ z

n
+

z

n
= 2d

が成り立つ．Fig.8-2 垂直 2等分線

O

H

A

Z

この最後の式の両辺に −2dnn = −2dを乗じて −2dnz − 2dnz + 4d2 = 0となり，両辺

に zz を加えれば

zz − 2dnz − 2dnz + 4d2 = zz ⇐⇒ (z − 2dn)(z − 2dn) = zz

⇐⇒
∣∣z − 2dn

∣∣ = ∣∣z∣∣
となり，直線 ℓ は，A(2dn)として線分 OAの垂直 2等分線になっていることが解る．

定理としてまとめておく：

1.1.3 Theorem. 法線 vector n と垂直 2等分線

法線 vector n := n,
∣∣n∣∣ = 1をもち，原点からの距離が d(∈ R)である直線 ℓ は

z

n
+

z

n
= 2d (1.4)

と表わされる．

ℓ は，d ̸= 0の下で A(2dn)と定めれば，線分 OAの垂直 2等分線となる．

この Theorem 1.1.3から，次の Corollary を得る：

1.1.4 Corollary. n := n を 法線 vectorとし，dist(O, ℓ) = dである直線 ℓ は

z − kz = 2dn,
∣∣k∣∣ = 1

と表わされる．また，ℓ と垂直な直線 ℓ⊥ は，ある q ∈ Rによって

z − kz = 2qin

と表わされる．q は ℓ⊥ が通る点によって定まる定数である．
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Proof.
z

n
+

z

n
= 2dより nz + nz = 2dであるから，両辺を n で割って

z +
n

n
z = 2 · d

n
.

n

n
= k とすれば，前半が成り立つ．

ℓ の法線 vectorが n := n だから，ℓ と垂直な直線 ℓ⊥ の法線 vectorは n⊥ := in と置

くことができる．q ∈ Rとして dist(O, ℓ⊥) = q とすれば，

z

in
+

z

in
= 2q ⇐⇒ z − kz = 2qin

となる．これがある定点 B (b)を通るならば b − kb = 2qin であるから，任意の z につい

て z − kz = b − kb が成り立ち，ℓ⊥ の方程式は

ℓ⊥ : z − kz = b − kb

となる． �

1.2 3角形とその相似

平面幾何学において，3角形はその基本的構成要素である．それは，Euclid 的であろう

と非 Euclid 的幾何学であろうと，変わらない．最小の凸体 ◃1 であることによる．以下で ◃1convex body

は，3点 A(a), B (b), C (c) を頂点とする 3角形を△(abc)と表わす．

2つの 3角形が相似であるための条件の 1つに，2辺の比とその夾角の相等があった．

この条件こそが，複素数平面 C上で幾何を行なうことの merit である．

1.2.1 相似の正順と逆順

まず，2つの 3角形の相似について，その向付けと相似との関連を整理しておこう．

Figure1.1 3角形の相似

z1

z2 z3

w3w2

w1

w1

w3w2

1.2.1 Definition. 3角形の向付けと相似の順

2 つの 3 角形 △(z1z2z3) と △(w1w2w3) が相似であるとする (これらをそれぞれ

△(Z123), △(W123)とも表わす)．Figure 1.1 (p.9)を参照のこと．
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このとき，頂点について z1 → z2 → z3 及び w1 → w2 → w3 という経路がいずれ

も反時計回りであるか，いずれも時計回りであるならば，これら 2つの 3角形は正

順に相似である ◃2 と言われ，また一方が時計回り，他方が反時計回りであるなら◃2similar directly

ば，逆順に相似である ◃3 と言われる．
◃3similar indirectly (reversely)

この時計回り，反時計回りを，その 3角形の向付け ◃1 と言う．3角形△(Z123)と

◃1orientation △(W123) が正順に相似であるとき △(Z123) ∼ △(W123) と書かれ，また逆順に相

似であるとき△(Z123)∼△(W123) と書かれる．

まず，次の Theorem が決定的である．複素数と行列式の collaboのス

ゴサを知って欲しい．

1.2.2 Theorem. 3角形の正順相似

2つの 3角形 △(Z123)と△(W123)が正順に相似であるための条件は∣∣∣∣∣∣
z1 w1 1
z2 w2 1
z3 w3 1

∣∣∣∣∣∣ = 0 (1.5)

である．

Proof. 頂点 z2,w2 における角とそれを夾む 2 辺の長さの比に着目しよう．次が成り

立つ：

△(Z123) ∼ △(W123)

⇐⇒
∣∣z1 − z2

∣∣∣∣z3 − z2
∣∣ =

∣∣w1 − w2

∣∣∣∣w3 − w2

∣∣ ∧ ](z1z2z3) = ](w1w2w3)

⇐⇒
∣∣∣z1 − z2
z3 − z2

∣∣∣ = ∣∣∣w1 − w2

w3 − w2

∣∣∣ ∧ arg
z1 − z2
z3 − z2

= arg
w1 − w2

w3 − w2

⇐⇒ z1 − z2
z3 − z2

=
w1 − w2

w3 − w2
.

これを整理してFig.10-1 逆順相似
z1

z2 z3

w3w2

w1

w1

w3

w2

z1(w2 − w3)− z2(w1 − w3) + z3(w1 − w2) = 0

となる．これは (1.5)の行列式の，第 1列に関する展開式である． �

1.2.3 Corollary. Fig.10-1 を参照のこと．

△(Z123)∼△(W123) ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣
z1 w1 1
z2 w2 1
z3 w3 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Proof. △(W123)∼△(W123)だから

△(Z123)∼△(W123)∼△(W123) ⇐⇒ △(Z123) ∼ △(W123)

より成立． �

1.2.2 線分の垂直 2等分線と外心

2点 A(a)と B (b)を端点にもつ線分 ABの垂直 2等分線の，Cにおける方程式を求め
てみよう．図は Fig. 10-2を見よ．△(zab)∼△(zba)であるから△(zab) ∼ △(zba)とな
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る．従って次の Corollary が成り立つ： Fig.10-2 垂直 2等分線
z

a

b

a

b

z

1.2.4 Corollary. A(a) と B (b) を端点とする線分 AB の垂直 2 等分線上の点 P (z) に

ついて， ∣∣∣∣∣∣
z z 1

a b 1
b a 1

∣∣∣∣∣∣ = 0

が成り立つ．

この Corollary 1.2.4によって，任意の 3角形についての外心 ◃1 の存在を示し，かつそ

◃1circumcenter

の複素数による表現を得ることが容易になる．

1.2.5 Corollary. 任意の 3角形において，3辺の垂直 2等分線は，外心と呼ばれる 1点

で会する．△(abc)の外心を K(k)とするとき，

h =

∑
a
(∣∣b∣∣2 − ∣∣c∣∣2)∑
a
(
b − c

)
である．ここで和

∑
は (a, b, c)に渡る．

Fig.11-1 外心
a

b c

ℓ2

ℓ1

k

Proof. AB, BC, CA の垂直 2 等分線をそれぞれ ℓ3, ℓ1, ℓ2 とする．Corollary 1.2.4 に

よって，それぞれ

ℓ3 :

∣∣∣∣∣∣
z z 1

a b 1
b a 1

∣∣∣∣∣∣ = 0, ℓ1 :

∣∣∣∣∣∣
z z 1
b c 1

c b 1

∣∣∣∣∣∣ = 0, ℓ2 :

∣∣∣∣∣∣
z z 1
c a 1
a c 1

∣∣∣∣∣∣ = 0

である．これらを順に展開すれば

f3(z, z)
def
= z

(
b − a

)
− z
(
a − b

)
+
∣∣a∣∣2 − ∣∣b∣∣2 = 0,

f1(z, z)
def
= z

(
c − b

)
− z
(
b − c

)
+
∣∣b∣∣2 − ∣∣c∣∣2 = 0,

f2(z, z)
def
= z

(
a − c

)
− z
(
c − a

)
+
∣∣c∣∣2 − ∣∣a∣∣2 = 0

となる．f1, f2, f3 のいずれの 2式を加えても，残った第 3の式を得るから，ℓ1, ℓ2, ℓ3 は

1点で会することが示された．

この外心を K(k)とする．k は f1 = 0と f2 = 0をいずれもみたすから，連立してでき

る方程式の解 z である．f1 = 0, f2 = 0を変形して(
b − c

)
z + (b − c)z =

∣∣b∣∣2 − ∣∣c∣∣2,(
c − a

)
z + (c − a)z =

∣∣c∣∣2 − ∣∣a∣∣2
を得る．この第 2式に b − c を，第 1式に c − a を乗じて辺々引けば z が消去され，次を

得る：{
a
(
b − c

)
+ b
(
c − a

)
+ c
(
a − b

)}
z = a

(∣∣b∣∣2 − ∣∣c∣∣2)+ b
(∣∣c∣∣2 − ∣∣a∣∣2)+ c

(∣∣a∣∣2 − ∣∣b∣∣2).
よって z = k について，Corollary 1.2.5の結果を得る． �
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1.2.3 正 3角形

△(abc)が正 3角形であるための条件を考えよう．C上で代表的な正 3角形は△(1ωω2)

である．ここで，ω = cis 2π/3とする．従って ω = ω2 である．

次の Theorem が成り立つ：

1.2.6 Theorem. △(abc)が正 3角形であるための条件は

a + ωb + ω2c = 0 ∨ a + ω2b + ωc = 0

である．これは

△(abc) ∼ △(1ωω2) ∨ △(abc) ∼ △(1ω2ω)

を意味する．

Fig.12-1 △(1ωω)

1

ω

ω

O

Proof. △(abc)が正 3角形であるとき，△(abc) ∼ △(cab) が成り立つから，

0 =

∣∣∣∣∣∣
a c 1
b a 1
c b 1

∣∣∣∣∣∣ = a2 + b2 + c2 − ab − bc − ca

である．この右辺を因数分解して(
a + ωb + ω2c

)(
a + ω2b + ωc

)
= 0

であるから，Theorem 1.2.6の前半が成り立つ．

後半については

△(abc) ∼ △(1ωω2) ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣
a 1 1
b ω 1
c ω2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒ a + ωb + ω2c = 0

が成り立つ．他方についても同様． �



13

Chapter 2.

C上の円

2.1 共円条件

一般に，4個以上の点が同一円周上にあるとき，それらの点は共円である ◃1 である，と ◃1concyclic

言われる．ここで，直線も半径が無限大の円と考えることにより，それらの点が共線であ

る場合をも含むことにする．

まず，次の Theorem 2.1.1が成り立つ：

2.1.1 Theorem. 4点の共円条件

複素数平面 C上の 4点 A(a), B (b), C (c), D (d)が共円であるための必要十分条

件は，
a − c

b − c

/a − d

b − d
∈ R (2.1)

が成り立つことである．

Proof. z =
a − c

b − c

/a − d

b − d
とすると，偏角について

argz = arg
a − c

b − c
− arg

a − d

b − d
= ](−→CB, −→CA)− ](−→DB,

−→
DA)

が成り立つ．Figure 2.1を見られたい．

Figure2.1 共円条件

Case 1. Case 2.

A

B

CD

A

D

CB

A C

D B

A

D

C B

A B C D A C B D
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Case 1. ABCDがこの順に並ぶとき，

](−→CB, −→CA)− ](−→DB,
−→
DA) ≡ 0 (mod 2π)

であるから，arg z ≡ 0 (mod 2π)より z ∈ R, z > 0となる．

Case 2. ADBCがこの順に並ぶとき，

](−→CB, −→CA)− ](−→DB,
−→
DA) ≡ π (mod 2π)

であるから，arg z ≡ π (mod 2π)より z ∈ R, z < 0となる．

Cases 1 & 2 をまとめて，

(abcd) : concyclic ⇐⇒ a − c

b − c

/a − d

b − d
∈ R

が成り立つ． �

一般に，この z =
a − c

b − c

/a − d

b − d
を 4個の複素数 {a, b, c, d}の非調和比 ◃1，または複

◃1anharmonic ratio
比 ◃2 と言う．言わば比の比である．これを

◃2cross ratio
(a, b; c, d)

と表わす．また，Case 2 のような位置関係にあるとき，ABは CDを分離する ◃3 と言い，◃3separate

Case 1 のときは分離しない，と言う．

特に，ABCDが共線のときを考えよう．ABが CDを分離しないとき (Case 1)，4点

は ABCD の順に並ぶから，mod2π で ](−→CB,−→CA) ≡ 0, ](−→DB,
−→
DA) ≡ 0 である．よっ

てこのときも複比は (a, b; c, d) > 0 である．また，AB が CD を分離するとき，4 点は

ACBD の順に並ぶから，](−→CB,−→CA) ≡ π, ](−→DB,
−→
DA) ≡ 0 などとなり，やはり複比は

(a, b; c, d) < 0となる．

この Chapter の冒頭で述べた，「直線は半径が無限大の円と考える」と言う意味がお解

り頂けたであろうか．より高い立場に立つとき，円と直線はその区別をしなくてもすむ

もの，あるいは一方 (直線)は他方 (円)の特別な場合として，扱われ得るものとなるので

ある．

さて，この Theorem 2.1.1の系として，次の Theorem 2.2.3，Ptolemy-Euler Theorem

が得られる．まず結論を挙げておこう：

2.1.2 Theorem. Ptolemy-Euler

平面上の任意の 4点 A,B,C,Dについて

AB · CD+AD · BC ≥ AC · BD (2.2)

が成り立つ．等号は (ABCD)が共円のとき，かつそのときに限る．ここで共円は

共線である場合も含む．

Proof. 4個の複素数 a, b, c, d について，次の恒等式が成り立つことを確かめるのは容

易である：
(a − b)(c − d) + (a − d)(b − c) = (a − c)(b − d). (2.3)
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z,w ∈ C について 3角不等式 ◃4
∣∣z +w

∣∣ ≤ ∣∣z∣∣+ ∣∣w∣∣が成り立ち，かつ等号は z

w
∈ R+ ◃4triangle inequality

のとき，かつそのときに限る．(2.3)の右辺について，3角不等式より∣∣a − b
∣∣∣∣c − d

∣∣+ ∣∣a − d
∣∣∣∣b − c

∣∣
≥
∣∣(a − b)(c − d) + (a − d)(b − c)

∣∣ = ∣∣a − c
∣∣∣∣b − d

∣∣
であるから，A(a)などとすれば，示すべき不等式が得られた (この不等式は Leonhardt

Euler による，とされることがあるが，真偽は定かではない)． Fig.15-1
∣∣z+w

∣∣ = ∣∣z∣∣+ ∣∣w∣∣.

0

z

w特に等号が成り立つ場合を考えよう．z,w ∈ Cについて
∣∣z + w

∣∣ = ∣∣z∣∣+ ∣∣w∣∣が成り立
つのは，平面 C上で 0, z,w が共線の場合であるから，

z

w
が正の実数である場合である．

従って (a − b)(c − d)と (a − d)(b − c)の比が正だから

(a − b)(c − d)

(a − d)(b − c)
=

b − a

d − a
· −(d − c)

b − c
> 0

⇐⇒ b − a

d − a
· d − c

b − c
=

b − a

d − a

/b − c

d − c
< 0

であるから，非調和比 (b, d; a, c) < 0となり， Fig.15-2 Ptolemy Theorem

A

D

CB

](−→AD,
−→
AB)− ](−→CD,

−→
CB) ≡ π (mod 2π),

つまり ABCD は共円でありかつ BDが ACを分離していることが解る．

これは，4角形 ABCD が円に内接し，かつ ACと BDがその対角線であることを意味

する． �

2.2 垂心と 9点円

次の定理を 9点円定理 ◃1 と言う： ◃1Theorem of Nine-Point Cir-

cle

2.2.1 Theorem. Nine-Point Circle

任意の 3角形において，

• 3個の頂点から対辺に下した垂線の足，

• 3辺の中点，

• その 3角形の垂心と頂点を結ぶ 3本の線分の中点，

の合計 9 点は同一円周上にある．その円の中心は，その 3角形の外心と垂心を結

ぶ線分の中点であり，またその半径は外接円の半径の半分である．

今後も何度か目にするように，C 上での幾何は，その単位円 U を用いることが多い．

その際，U 上の 2点を結ぶ直線の方程式が有用である．Lemma として挙げておこう．

2.2.2 Lemma. C上の単位円 U 上の 2 点 A(a), B (b)を結ぶ直線の方程式は

z + abz = a + b (2.4)

であり，またそれに垂直で，点 C (c)を通る直線は

z − abz = c − abc (2.5)

である．
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Proof. b と c を含む直線上に点 z をとれば，∣∣∣∣∣∣
z z 1
a a 1

b b 1

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒ z(a − b)− z(a − b) + ab − ab = 0

である．

a, b が U 上にあることから，aa = bb = 1であることに着目する．上式の両辺に ab

を乗じて
z(b − a)− zab(a − b) + b2 − c2 = 0

となり，両辺 b − a で割れば

z + abz − a − b = 0 ⇐⇒ z + abz = a + b

となる．また，Corollary 1.1.4 (p.8)によってこれと垂直な直線の左辺を z − abz と置く

とき，点 c を通るから，方程式は z − abz = c − abc となる． �

さて，9 点円の存在を証明しよう．Hahn ([Hah94, pp.71ff]) による証明を参考にした

が，頂点から下した垂線の足 Hi (i=1,2,3)については，上の Lemma 2.2.2を用いる．

2.2.1 Proof of Nine-Point Theorem

Proof. 3角形を △ABC，その外心を O, 垂心を H とし，線分 OHの中点を N とする．

Figure2.2 垂心と外心

A

E1

O

N H

H1B CM1

U

△ABCの外接円が Cの単位円 U であるとして一般性を失わない．Figure 2.2 (p.16)を

参照されたい．A(a) などとする．いくつかの step に分けて示す．すべてを描いた図は

Figure 2.3 (p.17)を見られたい．

(i) 垂心について．

h = a + b + c とすると h − a = b + c であり，h − a :=
−→
AHは b + c :=

−→
OB+

−→
OC

に平行だから
−→
AH⊥

−→
BC．よって点 H(h)は頂点 A から対辺 BCに下した垂線 AH1

上にある．

h− b = c+ a, h− c = a+ b についても同じであるから，h = a+ b+ c は△(abc)

の垂心 H を表わす．

(ii) 3辺の中点Mi(i = 1, 2, 3)について．
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Figure2.3 Nine-Point Circle

A

M3

H3

B
M1 H1

O

N

C

M2

H2

H

E1

E2

E3

U N

G

h

2
=

a + b + c

2
は OH の中点である．n =

h

2
として N(n) とする．辺 BC の中点

をM1 とすれば
−−−→
NM1 :=

b + c

2
− a + b + c

2
= −a

2
だから，NM1 =

∣∣∣−a

2

∣∣∣ = 1

2
で

ある．

辺 CAの中点M2，ABの中点M3 についても同様に NM2 = NM3 =
1

2
となる．

(iii) 垂心 H と頂点 A とを結ぶ線分 HA の中点を E1 とする．このとき
−−→
OE1 :=

a + h

2

だから，
−−→
NE1 :=

a + h

2
− h

2
=

a

2
となり，NE1 =

∣∣∣a
2

∣∣∣ = 1

2
である．同様に HB,HC

の中点 E2, E3 についても NE2 = NE3 =
1

2
である．

(iv) 垂線の足 Hi(i = 1, 2, 3)について．

Lemma 2.2.2 より，直線 BC は z + bcz = b + c，また A から BC に下した垂

線は z − bcz = a − bcz である．この交点が H1 (z) であるから，z を消去して

z = n − bc

2a
= n − 1

2
bca となり，

∣∣−−→NH1

∣∣ = 1

2

∣∣− bca
∣∣ = 1

2
である．同様に，B, C

から対辺に下した垂線の足 H2, H3 についても N からの距離は
1

2
である．

以上から，i = 1, 2, 3として，3辺の中点Mi，垂心と頂点を結ぶ線分の中点 Ei，及び頂

点から対辺の下した垂線の足 Hi，合計 9個の点は，外心と垂心を結ぶ線分の中点 N を中

心とし，外接円の半径の
1

2
を半径とする円周上にあることが示された． �

Hahn による (iv)の別証明

Hahn による証明も，以下に載せて置く．この証明で用いられる BH = BDという事実

は，重要に思えるからである． Fig.17-1 BD = BH

A

B C

H

D(d)

O

H1

直線AH1と単位円Uの，A以外の交点をD(d)とする．AD⊥BCより
d − a

c − b
∈

iRだから Re
d − a

c − b
= 0である．よって

d − a

c − b
+

d − a

c − b
= 0. (2.6)
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a =
1

a
(なぜなら A(a)は U 上の点で aa = 1だから) などから，(2.6)の左辺第 2

項は (
1

d
− 1

a

)/(1

c
− 1

b

)
=

bc

c − b
· d − a

ad

となり，(2.6)より

0 =
d − a

c − b
+

d − a

c − b
· bc
ad

=
d − a

c − b

(
1 +

bc

ad

)
,

よって 1 +
bc

ad
= 0である．これを d について解いて d = −bc

a
となる．

線分 BHと BDについて，BH =
∣∣h − b

∣∣ = ∣∣c + a
∣∣であり，また

BD =
∣∣∣− bc

a
− b
∣∣∣ = ∣∣∣b

a

∣∣∣∣∣− c − a
∣∣ = ∣∣c + a

∣∣
であるから，BH = BDが成り立つ．

従って△BHDは 2等辺 3角形となり，BC⊥HDだから，垂線の足 H1 (h1)は線

分 HDの中点である．よって h1 =
h + d

2
より

NH1 =
∣∣∣h1 − h

2

∣∣∣ = ∣∣∣h + d

2
− h

2

∣∣∣ = 1

2

∣∣d∣∣ = 1

2
.

同様に NH2 = NH3 =
1

2
が成り立つ．�

file: thNPCC.fvw

A, B, C :drag-able

Figure2.4 Nine-Point Circle Theorem

この円N を△ABCの 9点円 ◃1 と言い*1，またその中心 N を△ABCの 9点中心 ◃2◃1Nine-Point Circle

◃2Nine-Point Center
と言う．

ここで△ABCの重心を G(g)とすれば，

O : 0, G : g =
1

3
(a + b + c), N : n =

1

2
(a + b + c), H : h = a + b + c

であるから，これら 4点は共線であり，OG : GN : NH = 2 : 1 : 3が成り立つ．この線分

OHを△ABCの Euler 線 ◃3と言い，また垂心と各頂点を結ぶ線分の中点 Ei(i = 1, 2, 3)◃3Euler Line

*1 ドイツ系の昔の文献では「フォイエルバッハ円」や「オイラー円」と呼ばれることもある．また，[Yag68,
p.52]や [Yag66, p.53]でも “Euler Circle”, “cercle d’Euler” という言い方がされている．
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を Euler 点 ◃4 と呼ぶ． ◃4Euler Points

2.2.2 Theorem of Coolidge

9点円定理 2.2.1 (p.15) の拡張を考えよう．Julian Lowell Coolidge という幾何学者に

よる発見である．ここではそれを Theorem of Coolidge と呼ぶことにする．彼の大きな

著書 [Coo04]の p. 94 に，次のように書かれている：

Theorem 166.] n ≥ 4として，定円の周上に n 個の点が与えられたとする．こ

のとき，次のような点と円をこれら n 点に対応させることができる：

(a) その点はある円の中心である；

(b) その円の半径は，与えられた定円の半径の
1

2
である；

(c) その点は与えられた n 点から順に 1つずつ取り除いた n − 1個の点に対応す

る n 個の円周上にある；

(d) これら n 個の円の中心はその円周上にある．*2

Coolidge は脚注で，自分の論文 ’Circles Associated with Concyclic Points’ (Annals of

Mathematics, Series 2, vol. xii, 1910) に言及している．残念ながら kymst はこの原論

文については未読である．

n = 4の場合を考えよう．単位円 U 上に 4個の定点 z1, z2, z3, z4 が与えられたとしよ

う．4個の 3角形△(Z234),△(Z134),△(Z124),△(Z123) について，その 9点円の中心をそ

れぞれ

n1 =
1

2
(z2+z3+z4); n2 =

1

2
(z1+z3+z4); n3 =

1

2
(z1+z2+z4); n4 =

1

2
(z1+z2+z3)

とする．これらの 9点円の半径はすべて
1

2
である． Fig.19-1 4角形の 9点中心

n1

n2

n3

n4

q

今，点 Q(q)を

q =
1

2
(z1 + z2 + z3 + z4)

により定義すると，明らかに∣∣q − n1
∣∣ = ∣∣q − n2

∣∣ = ∣∣q − n3
∣∣ = ∣∣q − n4

∣∣ = 1

2

であるから，△(Z234),△(Z134),△(Z124),△(Z123) の 9 点円 N1, N2, N3, N4 はすべて

点 Q(q)を通る．

特に，これらの中心 n1 から n4 は q を中心とする半径
1

2
の円周上にある．この円を 4

角形 �(Z1234) の 9 点円 ◃1 と呼び，また Q(q) を 4 角形 �(Z1234) の 9 点中心 ◃2 と呼 ◃1the Nine-Point Circle of

Quadrangle

◃2the Nine-Point Center of

Quadrangle

ぶ．Figure 2.5 (p.20)を見よ．

*2 Theorem 166.] Given n points on a fixed circle n ≥ 4. We may associate with them a point

and a circle in the following manner:

(a) The point is the centre of the circle.

(b) The radius of the circle is one-half that of the fixed circle.

(c) The point lies on the n circles each associated with n−1 points obtained by omitting each

of the given points in turn.

(d) The circle contains the centers of these circles.
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Figure2.5 Theorem of Coolidge, n = 4

file: thCoolidge4.fvw

z1, z2, z3, z4 drag-able

さて，次に単位円の周上に 5 点 z1. z2, z3, z4, z5 が与えられたとしよう．このとき，

�(Z2345)の 9点中心は

m1 =
1

2
(z2 + z3 + z4 + z5)

などである．点M(m)を

m =
1

2

5∑
i=1

mi

により定めると，i = 1, 2, . . . , 5について∣∣m −mi

∣∣ = 1

2

となる．従って 5個の 4角形�(Z1

i
∨5]) (i = 1, 2, . . . , 5) (ここで 1

∨
i 5は，2345, 1345, . . .

など，i = 1, 2, . . . , 5について iが抜けていることを意味する) はM(m)を中心とし，半径
1

2
の円周上にある．この円を 5角形 Π(Z12345)の 9点円 ◃1 と言い，点M を Π(Z12345)

◃1nine-point circle of pen-

tagon の 9点中心 ◃2 と呼ぶ．Figure 2.6 (p.21)を見られたい．

◃2nine-point center of pen-

tagon

さて，次に単位円の周上に 6点 . . . . . .という訳で，Theorem of Coolidge の意味が了

解できたであろう．まとめておこう．

2.2.3 Theorem. Coolidge 1910.

円周上に n 点が与えられたとき，それから 1 点ずつを取り去ってできる n 個の

n − 1 角形について，それら n 個の 9 点中心は共円であり，その半径は与えられ

た n 角形の外接円の半径の
1

2
である．この円を，与えられた n 角形の 9点中心と

呼ぶ．
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Figure2.6 Theorem of Coolidge, n = 5

file: thCoolidge5.fvw

z1, . . . , z5 drag-able
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Chapter 3.

いくつかの定理

3.1 Theorem of Simson

3.1.1 Theomem of Simson

Lemma 2.2.2 (p.15)を用いて，次の Theorem of Simson を示すことができる：

3.1.1 Theorem. Theorem of Simson

△ABCの 3辺 (またはその延長)に点Dから下した垂線の足を P,Q,Rとする．こ

のとき，(PQR)が共線であるのは，(ABCD)が共円のとき，かつそのときに限る：

(PQR) : collinear ⇐⇒ (ABCD) : concyclic.

Figure3.1 Theorem of Simson

a

b c

r

p

d

q

U

s(D,△ABC)

この直線 (PQR)を，点 D の△ABCに関する Simson 線 ◃1 と言い，この document ◃1Simson Line

ではこれを s(D,△ABC)と表わす．

Proof. △ABC の外接円を単位円 U として一般性を失なうことはない．△ABC を

△(abc)とし，また P,Q,Rを表わす複素数をそれぞれ p, q, r とする．

Lemma 2.2.2 (p.15)より直線 BCは a + bcz = b + c であり，D(d)とすれば D から

ABに下した垂線は z − bcz = d − bcd である．
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P (p)はこの交点であるから，z を消去して

P (p) : p =
b + c + d − bcd

2

を得る．同様にして

Q(q) : q =
c + a + d − cad

2
, R(r) : r =

a + b + d − abd

2

となる．

(PQR)が共線であることは
p − r

q − r
∈ Rと同値であるが，容易に確かめることができる

ように

p − r =
1

2
(c − a)(1− bd), q − r =

1

2
(c − b)(1− ad)

であるから，
∣∣d∣∣ = r( ⇐⇒ dd = r2)として次の変形が可能である：

p − r

q − r
=

a − c

b − c

/ad − 1

bd − 1

=
a − c

b − c

/a − 1/d

b − 1/d

=
a − c

b − c

/a − dr−2

b − dr−2
.

これは a, b, c, dr2 の複比 (a, b; c, dr2)に他ならないが，Theorem 2.1.1 (p.13) によって，

4点が共円であることは複比が実数であることと同値であるから，

(PQR) : collinear ⇐⇒ (a, b; c, dr−2) ∈ R ⇐⇒ (a, b, c, dr−2) : concyclic

が成り立ち，従って
∣∣dr−2

∣∣ = 1であるから r = 1，つまり (ABCD)は単位円 U 上の共

円な 4点である． �

3.1.2 いくつかの系

△(abc)と，その外接円周上にある点 d が与えられたとき，その Simson Line の方程

式を求めることを考えよう．そのために，a, b, c の基本対称式を

σ1 = a + b + c, σ2 = ab + bc + ca, σ3 = abc

と定義する．このとき，

σ1 =
1

a
+

1

b
+

1

c
=

ab + bc + ca

abc
=

σ2

σ3
, σ3 =

1

abc
=

1

σ3
(3.1)

が成り立つ．

これを用いて，△(abc)に関する D(d)の Simson 線 s(D,△ABC)の方程式を求める．

先ほど求めた，D から ABに下した垂線の足 P を表わす式

p =
1

2
(b + c + d − bcd) =

1

2

(
σ1 − a + d − σ3

ad

)
(3.2)

について，この共役を作れば

p =
1

2

(σ2

σ3
− 1

a
+

1

d
− ad

σ3

)
(3.3)
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を得る．この (3.2)と (3.3)から a を消去する．それぞれ 2d, 2σ3 を乗じて辺々引けば

2dp − 2σ3p = dσ1 + d2 − σ2 −
σ3

d
, ∴ dp − σ3p =

1

2

(
dσ1 + d2 − σ2 −

σ3

d

)
となる．これが，点 d から BC に下した垂線の足 P (p) についての条件である．d から

CAに下した垂線の足 Q(q)は，これに巡回置換 a → b → c を施すことによって得られ，

また d から AB に下した足 R(r) はもう 1 度同じ置換を施せば得られるが，この式は対

称式 σ1, σ2, σ3 以外を含んでいないことに注意すれば，右辺はこの置換によって不変であ

る．よって左辺の p を変数 z に変えた方程式

dz − σ3z =
1

2

(
dσ1 + d2 − σ2 −

σ3

d

)
(3.4)

が p, q, r すべてについて成り立つから，方程式 (3.4)はそれら 3点を通る直線，つまり

△(abc)に関する D(d)の Simson Line，の方程式に他ならない．

念のため，この (3.4)が自己共役であることを確かめておこう．そのためには，両辺の

共役を作り，それを等号で結んだ方程式がもとの方程式と同値であることを示せば十分で

ある (ここで矢印 →は共役を作ることを意味する)：

Ls →:dz − σ3z = dz − z

σ3
,

Rs →:
1

2

(
σ1d + d

2 − σ2 −
σ3

d

)
=

1

2

(σ2

σ3

1

d
+

1

d2
− σ1

σ3
− d

σ3

)
=

1

2

1

σ3d

(
σ2 +

σ3

d
− σ1d − d2

)
.

従って

dz − z

σ3
=

1

2

1

σ3d

(
σ2 +

σ3

d
− σ1d − d2

)
を得るが，この両辺に −dσ3 を乗じて (3.4) となるから，確かに Simson Line の方程式

(3.4)は自己共役である．これにより，Theorem 3.1.1 (p.23)の一方，つまり

(ABCD) : concyclic ⇒ (PQR) : collinear

の別証明が得られたことに注意しておこう．

Simson の定理 Theorem 3.1.1から導かれるいくつかの命題を示そう：

3.1.2 Theorem. △ABCの外接円周上に 3点 D,E,Fをとる．△ABCに関する

D,E,Fの Simson Line をそれぞれ sD , sE , sF とするとき，

(sD , sE , sF) : concurrent ⇐⇒ ÂD + B̂E + ĈF ≡ 0 (mod 2π)

が成り立つ．

Proof. 今度も △(abc)は単位円 U に内接するとし，また U 上の 3点を d, e, f とし，そ

れぞれの△(abc)に関する Simson Lime を sd , se , sf と表わす．

このとき，上で得た Simson Line の方程式によって

sd : dz − σ3z = 1
2 (d

2 + σ1d − σ2 − σ3/d),

se : ez − σ3z = 1
2 (e

2 + σ1e − σ2 − σ3/e),

sf : fz − σ3z = 1
2 (f

2 + σ1f − σ2 − σ3/f)
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となる．sd と se の交点は，辺々引いて

(d − e)z = (d2 − e2 + σ1(d − e)− σ3(1/d − 1/e)), ∴ z = (d + e + σ1 + σ3/de)

であり，同様にして se と sf の交点は z = 1/2(e + f + σ1 + 1/ef) となる．

これが一致するための条件は σ3 = def であることが次のようにして解る：σ3 = def で

あれば f = σ3/de, σ3/ef = d より確かに一致する．逆に，この 2 点が一致するとすれば

d − e + σ3/de − σ3/ef = 0 であるから d − f + σ3(f−d)
def = 1 より 1 − σ3

def = 0，つまり

σ3 = def である．

従って，a, b, c, d, e, fの偏角をそれぞれ α, β, γ, δ, ε, φとすれば，(mod 2π)を固定し

て，arg(abc) ≡ arg(def)となり，α+β+γ ≡ δ+ε+φより (α−δ)+(β−ε)+(γ−φ) ≡ 0．

これで定理が示された． �

これから次の系が得られる：

3.1.3 Corollary. a, b, c, d, e, f がU 上の 6点であるとき，d, e, f の△(abc)に関する 3

本の Simson Line が共点であることは，a, b, c の△(def)に関する Simson Line が 共点

であることと同値である．さらに，これら 6本の Simson Line は，2つの 3角形 △(abc)

と△(def)それぞれの垂心を H1, H2 として，線分 H1H2 の中点で会する．

Proof. d, e, f の△(abc)に関する Simson Line sd , se , sf が共点であるとする．このと

き，上の Theorem 3.1.2の証明において示されたように σ3 = abc = def であるから，こ

れら 3本の Simson Line の交点について

z =
1

2
(d + e + σ1 + f) =

1

2
(d + e + f + a + b + c) (3.5)

である．これは 3 点 a, b, c の △(def) に関する Simson Line sa , sb , sc が 共点であるこ

とを意味する．

sa と sd の交点は，τ1 = d + e + f, τ3 = def として z = 1
2 (a + b + τ1 + τ3/ab) である

が，これは (3.5)と同じ式であるから成立．

また，△(abc), △(def)の垂心 H1, H2 はそれぞれ σ1 = a + b + c, τ1 = d + e + f であ

るから，(3.5)は線分 H1H2 の中点 1
2 (σ1 + τ1) を表わす． �

△ABCについて，3辺 BC,CA,ABの中点を結んでできる 3角形を △ABCの中点 3

角形 ◃1，また 3頂点から対辺に下した垂線の足を結んでできる 3角形を△ABCの垂足 3◃1mid-point triangle

角形 ◃2 と言う．もちろん，中点 3角形，垂足 3角形の頂点は△ABCの 9点円N 上にあ
◃2pedal triangle

る (Section 2.2の Theorem 2.2.1 (p.15)を参照のこと)．

3.1.4 Theorem. 3角形△ABCの垂足 3角形の頂点 H1, H2, H3 の，中点 3角形

△M1M2M3 に関する 3本の Simson Line は 共点である．逆に中点 3角形の頂点

M1,M2,M3 の垂足 3角形に関する 3本の Simson Line は 共点である．

Proof. 9点円定理の証明 (2.2.1 (p.16)， 特に p. 17の (iv))で見たように，頂点 a から

BCに下した垂線の足 H1 は

z = n − bc

2a
=

1

2

(
σ1 −

bc

a

)
=

1

2
(σ1 − abc)
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Figure3.2 Six Simson-Lines

であった．他の足についても同様にして

H1 :
1

2
(σ1 − abc), H2 :

1

2
(σ1 − abc), H3 :

1

2
(σ1 − abc)

である．また，辺の中点については

M1 :
b + c

2
, M2 :

c + a

2
, M3 :

a + b

2

である．

file: thSimsonSixCcrt2.fvw

A,B,C: drag-able

△(abc)の 9点中心 N(n)は n =
a + b + c

2
=

σ1

2
であるから，

−−→
NH1 :

−abc

2
,

−−→
NH2 :

−abc

2
,

−−→
NH3 :

−abc

2
,

−−−→
NM1 :

−a

2
,

−−−→
NM2 :

−b

2
,

−−−→
NM3 :

−c

2

となる．

それぞれの積は(
−bc

2a

)(
− ca

2b

)(
−ab

2c

)
= −abc

8
,
(
−a

2

)(
−b

2

)(
−c

2

)
= −abc

8

となり，Theorem 3.1.2 (p.25)の仮定が成り立つから，垂線の足Hi(i = 1, 2, 3)の△(M123)

に関する Simson Line は 共点である．逆にMi(i = 1, 2, 3)の△(H123)に関する Simson

Line も同じ点で共点となる． �

3.2 Theorem of Cantor

Moritz Cantor (1829-1920) という ドイツの数学史家であり数学者がいる．巨大な

数学史，Vorlesungen uber geschichte der mathematik という全 4 巻からなる大著があ
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る．合計で 4000 pages を越える*1．その Cantor の名を付けられた定理に話を進めよう

(“Cantor Theorem”, “Theorem of Cantor” と呼ぶことは，Harn に教えられた ([Hah94,

pp.90ff]) が，残念ながらその歴史的な origin を辿ることが現在のところできていない．

もしご存じの方がおられたら，是非とも教えて欲しい)．Fig.28-1 P (p)における接線

U

ℓp

p

q

O

単位円U上の 2 点 pと qを結ぶ直線の方程式は z+pqz = p+qであることは Lemma

2.2.2 (p.15)で見た通りであるが，特に p = q であるとき，つまり z + p2z = 2p は，単位

円 U の点 p における接線 ℓp となる．

この辺の扱い易さが，C 上で幾
何を行なう利点だと思う．

Theorem of Cantor の証明において，この接線の方程式が重要になる．

まず，Theorem of Cantor を挙げておこう：

3.2.1 Theorem. Theorem of Cantor (1)

3角形の各頂点でその外接円に接線を引く．このそれぞれの接線に，対辺の中点か

ら下した 3本の垂線は，もとの 3角形の 9点中心において共点である．

file: thcantor1.fvw

A,B,C: drag-able

Figure3.3 Theorem of Cantor

より分析的に定理を整理しよう．定理の主張は次である：

△ABCの外接円を C とし，頂点 A,B,Cにおける C の接線をそれぞれ ℓA , ℓB ,

ℓC とし，また 3辺 BC,CA,ABの中点をそれぞれM1,M2,M3 とする．

このとき，M1,M2,M3 からそれぞれ接線 ℓA , ℓB , ℓC に垂線 h1, h2, h3 を下せ

ば，これらは 1点で会する．かつその点は，△ABCの 9点中心 N である．

証明は意外と易しい：

Proof. 与えられた 3角形を△(abc)とし，その外接円を単位円U として一般性を失なわ

ない．このとき，各頂点で引いた接線は

ℓA : z + a2z = 2a, ℓB : z + b2z = 2b, ℓC : z + c2z = 2c

となる．

*1 ただし，集合論の創始を行なった Georg Cantor (1845-1918) とは全くの別人である．しかし，生きた
時代は近い．
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中点M1 は z =
b + c

2
であるから，M1 から ℓA に下した垂線の方程式は

z − a2z =
b + c

2
− a2

b + c

2

である (Lemma 2.2.2 (p.15) を見よ)．△(abc) の 9 点中心 N は
a + b + c

2
であるから，

これを左辺に代入すると

a + b + c

2
− a2 · a + b + c

2
=

a + b + c

2
− a

2
− a2

2
· b + c

2
=

b + c

2
− a2 · b + c

2

となり，右辺に一致する．これは，M1 から ℓA に下した垂線 h1 が，9点中心 N を通るこ

とを意味する．

置換 a → b → c により h2 についての，また a → c → b により h3 についての，命題

が得られるから，定理が成り立つ． �

さて，3角形の辺はその 3頂点から 1点を除くことによって定まり，その中点とは残っ

た 2点の平均である．4角形で同じことを考えてみよう．4頂点から 1点を除けば 3角形

が定まり，その 3角形の 3頂点の平均 (この場合には重心)が，3角形の場合の辺の中点

に当たる．このように，nを 2以上の整数として，n 個の点の算術平均で表わされる点を

図心 ◃1，または質量中心 ◃2 と言う．特に 3角形の場合には，それは重心 ◃3 と呼ばれるわ ◃1centroid

◃2center of mass

◃3center of gravity

けである．

さて，円周上に n(≥ 4)個の点が与えられたとして，それから 1個ずつ点を除くことに

よって定まる n個の n− 1角形を考える．これら多角形の図心から，それが含まない点に

おける接線に垂線を下すとき，. . . . . .お解りであろう．Theorem of Cantor (1) は次の一

般の n ∈ Z+, n ≥ 3の場合に拡張される．これも Theorem of Cantor と呼ばれる．

3.2.2 Theorem. Theorem of Cantor (2)

n ∈ Z+, n ≥ 3とする．円周上の n 個の点について，1個を除く n− 1個の点の図

心から，除いた 1点における円の接線に垂線を下すとき，これら n本の垂線は 共

点である．

n = 4の場合を Figure 3.4 (p.30)に示す．△ABCの図心を G4，また G4 から D にお

ける単位円の接線に下した垂線の足を H4 などとした．

Proof. 今度も，与えられた円を単位円 U として一般性を失なうことはない．円周上の

n 個の点を Ai (ai) とする (n = 1, 2, . . . , n)．点 A1 (a1) を除いた n − 1 個の点の図心

G1 (g1)は，σ1 =
∑n

i=1 ai と定めれば

g1 =
1

n− 1
(a2 + a3 + · · ·+ an) =

σ1 − a1
n− 1

である．

a1 における U の接線 ℓ1 は z + a21z = 2a1 であり，g1 から ℓ1 に下した垂線の方程式は
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Figure3.4 Theorem of Cantor (2)

z − a21z = g1 − a21g1 である．g1 = σ1−a1
n−1 であるから，この方程式は

z − a21z =
σ1 − a1
n− 1

− a21 ·
σ1 − a1
n− 1

=
1

n− 1
(σ1 − a1 − a21 + a1)

=
1

n− 1
(σ1 − a21σ1)

となるが，図心 z = g1 がこれをみたすのは明らかであろう．

file: thcantor2.fvw

A,B,C,D: drag-able

他の点を除いた図心と接線についても，まったく同様の証明ができるから，定理が示さ

れた． �
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Chapter 4.

1st Postscript

Sat Jan 17 15:33:39 2015 JST

残念ながら，ここまでである．それでも，複素数平面 C上での幾何らしい幾何について
論じることができた，と筆者は自負している．それが

Elementary, but Real Geometry on Complex Plane C

の意味である．確かに，扱われた内容は初等幾何である．しかし，(ドッカの国の，国民総

愚民化政策の一貫としての最低水準高校数学における) 共円性も共線性もない複素数平面

など，幾何ではない．それに比べて (実は比べる気もないが)，我々は幾何学を行なったの

である．また，初等的な道具立ての中では論じにくい level にまで，理論は深化できたと

信ずる．

今後は，次のような計画で続編を考えている：

Chap 4. Theorem of Feuerbach.

初等幾何最大の定理，と呼ばれるこの定理を抜きにしては，Real Geometry

の名が泣く，というものだ．3角形の 9点円は，その 3角形の内接円と 3個の傍

接円に接する．ところが，3角形の垂心と各辺でできる 3個の 3角形は，もとの

3角形と 9点円を共有するから，結局 9点円は 12個の円に接することになる．

ここまでが，初等幾何の複素数平面における構成である．

Chap 5. 変換幾何学への旅立ち．

複素数平面 Cから C自身への写像を「C上の変換 ◃1」と言う．諸君に最も馴 ◃1transformation

染み深い変換として反転変換 ◃2 がある．まずはこの反転変換のもつ等角写像 ◃3

◃2inversion

◃3conformal mapping

としての意味の洗い出しから，変換幾何学へと歩みを進めたい．

Chap 6. 一般の 1次有理変換へ．

変換 τ : C → C; z 7→ w で，w が z の 1次有理式
αz + β

γz + δ
により表わされる

とき，この変換をメビウス変換 ◃4 と言う．ここに，幾何を司る根源的存在とし ◃4Möbius Transformation

ての群構造が一挙に立ち現れる．幾何の研究対象は，図形ではない．図形を，そ

してそれが棲息する空間を，定めている変換群こそが，第一義的に考察されるこ

とになろう．

Chap 7. そして. . . . . .まだ決まってません. . . . . . m(__)m

kymst (Sat Jan 17 16:09:35 2015 JST)
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