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なめらかな多様体
同相の考え方

なめらかな多様体

幾何学は図形や空間を分類する.
今日扱うものはなめらかな多様体 (smooth manifold) と呼ば
れる, 曲面のようなもの.

多様体の例

sphere, torus, Euclidean Space, Riemannian
Manifold, Complex Manifold, Symplectic Manifold, Minkowski
Space, Calabi-Yau Manifold, . . .

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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なめらかな多様体
同相の考え方

やわらかい幾何学?

分類と言っても色々なレベルで分類できる.
ex) 三角形の合同, 相似, . . .

今日の目標=多様体を連続具合で分類する.

ルール
1 図形をゴム膜だと思う.

2 膨らませたりしぼませたりして良い.

3 ハサミとノリはダメ.

4 潰すのも NG. 元に戻せるようにする.

この考え方のもとに同じ図形を同相であるという.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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なめらかな多様体
同相の考え方

同相な図形の例

≈ ≈

≈ ≈

これらはいずれも, 一点と同相ではない.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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なめらかな多様体
同相の考え方

同相な図形の例 その 2

コーヒーカップとドーナッツ?

≈

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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なめらかな多様体
同相の考え方

同相な図形

では, これらはどうだろうか.

?
≈

直感的に, 浮き輪をどんなに膨らませてもボールにはならない
からこれらは同相でないと考えられる.
しかし, “同相でない”ということを説明することは難しそう.
⇝ 数学的に考えてみる.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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不変量を見つけよう!
不変量その 1: Euler数
不変量その 2: ホモロジー群

多様体の分類

多様体を同相 (連続具合)や微分同相 (微分構造) で分類し
たい!
→これは定義からは難しい

多様体 X と Y が同相

⇔ ∃f : X → Y (全単射連続で逆も連続)

多様体 X と Y が同相でない

⇔ どんな写像 f : X → Y も全単射連続で逆も連続となら
ない

· · · 否定的な命題を直接証明することは難しい

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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不変量を見つけよう!
不変量その 1: Euler数
不変量その 2: ホモロジー群

strategy: 不変量を探す

いま, 多様体 X に対してある量 S(X )が定まったとする.
ex)体積, 表面積, 曲率, 穴の数...

Definition

多様体 X と Y について,

X と Y が同相ならば, S(X ) = S(Y )

が成り立つとき, S を位相不変量という.

位相不変量が計算できれば, 同相かどうか判断できる.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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不変量を見つけよう!
不変量その 1: Euler数
不変量その 2: ホモロジー群

例: Euler数

次の定理はトポロジーの始まりとして有名である. これは正
多面体の分類を与えるなどの応用がある.

Theorem (Eulerの多面体公式)

任意の穴のない多面体について次が成り立つ.

Euler数 := (頂点の数)− (辺の数) + (面の数) = 2.

⇝ Euler数は位相不変量?

Theorem (閉曲面の分類定理)

向き付可能な閉曲面は g 人乗りの浮袋 Σg と同相. 一般の閉曲
面に対しても分類は完了している.

⇝ Euler数が分類を与える. ex) χ(Σg) = 2− 2g .
杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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不変量を見つけよう!
不変量その 1: Euler数
不変量その 2: ホモロジー群

例: ホモロジー群

多様体 X に対して, k 次ホモロジー群と呼ばれる可換な群
Hk(X )を対応させる位相不変量がある (k = 0, 1, 2, . . . ).
k 次元的な穴がどれだけあるかを群のデータで表す.

i.e. X と Y が同相ならば, Hk(X )と Hk(Y )は同型.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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不変量を見つけよう!
不変量その 1: Euler数
不変量その 2: ホモロジー群

例: ホモロジー群

球面のホモロジー

n次元球面 Sn := {x ∈ Rn | |x | = 1} のホモロジー群:

Hk(S
n) =

{
Z if k = 0, n

0 otherwise

g 人乗りの浮き輪のホモロジー

g 人乗りの浮き輪のホモロジー群:

Hk(Σg) =


Z if k = 0, 2

Z2g if k = 1

0 otherwise
杉ノ内 萌 多様体のトポロジー



目次
Introduction
ホモロジー群
Morse理論
参考文献

不変量を見つけよう!
不変量その 1: Euler数
不変量その 2: ホモロジー群

ホモトピー不変性

Remark

ホモロジー群の重要な性質としてホモトピー不変性というも
のがある.
連続的に動かしていけるものについては, ホモロジーは変わら
ないという性質である.
⇝ ホモロジーは図形の骨格のようなものを検出している.

ex) 平面 ≃ 円板 ≃ 1点, (平面−原点) ≃円

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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不変量を見つけよう!
不変量その 1: Euler数
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色々なホモロジー

単体複体のホモロジー群:
多様体を単体分割して, 組み合わせ的に計算する.
⇝ 計算が膨大

特異ホモロジー群:
関手性を持ったホモロジー群 (理論的に扱いやすい)
⇝ まず計算できない
CW複体のホモロジー群:
多様体をセル分割して計算する.
⇝ 今日はこれについて少し考えてみる.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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不変量を見つけよう!
不変量その 1: Euler数
不変量その 2: ホモロジー群

CW複体のつくりかた

Hausdorff空間 X の部分空間 e が k 次元円板 Dk の内部と同相
であるとき, 同相を与える写像を φと書いて (e, φ)を k-セル
という. k をセルの次元という. k-セルを ek と書いたりする.
ex) 0セルは点, 1セルは曲線, 2セルは領域みたいなもの.

CW複体はセルを材料とする.
まず, 0セルに 1セルを境界で貼る.
次に, できたものに 2セルの境界を貼る.
(これを繰り返す)
これでできたものをセル複体という.
セル複体の位相に帰納的な構造を持たせたものが CW複体で
ある. 今日は有限個のセルの集まりのみを考える.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー



目次
Introduction
ホモロジー群
Morse理論
参考文献

不変量を見つけよう!
不変量その 1: Euler数
不変量その 2: ホモロジー群

CW複体の例 1: 球面

Sn = e0 ∪ en

ē0

ē1

=

S1

ē0

ē2

=

S2

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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不変量を見つけよう!
不変量その 1: Euler数
不変量その 2: ホモロジー群

または...

Sn = (e0+ ∪ e0−) ∪ (e1+ ∪ e1−) ∪ · · · ∪ (en+ ∪ en−)

x

z y
e0− e0+

e1−

e1+

e2+

e2−

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー



目次
Introduction
ホモロジー群
Morse理論
参考文献

不変量を見つけよう!
不変量その 1: Euler数
不変量その 2: ホモロジー群

CW複体の例 2: 射影空間

Theorem

実射影空間と複素射影空間は次のようなセル分割を持つ.

1 RPn = e0 ∪ e1 ∪ e2 ∪ · · · ∪ en

2 CPn = e0 ∪ e2 ∪ e4 ∪ · · · ∪ e2n

これは定義からも導けるが, Morse理論を使っても求めら
れる.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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不変量を見つけよう!
不変量その 1: Euler数
不変量その 2: ホモロジー群

セル複体のホモロジー

セル複体 X に対し, チェイン複体

C∗(X ) = (· · · → Ck+1(X ) → Ck(X ) → Ck−1(X ) → · · · )

を次により定める.

Ck(X ) = Z(k-セルの数)

∂k : Ck(X ) → Ck−1(X ) · · · むずかしい
この複体からできるホモロジーは特異ホモロジーと同型にな
ることが知られている.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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不変量を見つけよう!
不変量その 1: Euler数
不変量その 2: ホモロジー群

計算例: 複素射影空間

複素射影空間のセル分割は
CPn = e0 ∪ e2 ∪ e4 ∪ · · · ∪ · · · ∪ e2n で与えられるから,

C∗(CPn) = (Z → 0 → Z → 0 → · · · → 0 → Z)

となるので,

Hk(CPn) =

{
Z if k is even and 0 ≤ k ≤ 2n

0 otherwise

を得る. 一般には ∂k を求めるのが大変であるが, 今回はラッ
キー (球面や g 人乗りの浮き輪も比較的ラッキー.). しかし,
セル分割がわかれば Euler数は容易に計算できる.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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不変量を見つけよう!
不変量その 1: Euler数
不変量その 2: ホモロジー群

セル分割と Euler数

セル複体 X の Euler数 χ(X ) :=
∑

k(−1)k rankHk(X ) はチェ
インの定め方より次によって計算できる.

Theorem

χ(X ) =
∑
k

(−1)k(k-セルの数)

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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アイディア
基本定理

Reebの球面定理

多様体上の関数 f が非退化な臨界点を持つとは, 臨界点におい
て f の Hesse行列が正則行列であることを言う.

Theorem (Reeb)

n次元多様体 X が臨界点を 2つしか持たず, かつそれらが非
退化であるような関数 f を持ったとする. このとき X は n次
元球面 Sn と同相である.

⇝ これにより, 非退化な臨界点を持つ関数が多様体のトポロ
ジーに影響していると考えられる.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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アイディア
基本定理

Morse理論のアイディア

Morse理論は多様体のセル分割を与えてくれる.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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アイディア
基本定理

Morse理論の基本定理

Lemma (Morseの補題)

多様体 X 上の関数 f が非退化な臨界点 p を持ったとする. こ
のとき, p まわりの座標 (x1, . . . , xn)が存在して

f = f (p)− (x1)2 − · · · − (xλ)2 + (xλ+1)2 + · · ·+ (xn)2

が成り立つ. このとき λを f の p における指数という.

式の形から, 非退化な臨界点は孤立することが分かる.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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アイディア
基本定理

このとき, f の Hesse行列は

Hf (p) =



−2
. . .

−2
2

. . .

2


と表される.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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アイディア
基本定理

多様体 X 上の関数 f を考えるとき, X a := f −1(−∞, a)と書く
ことにする.

Theorem

多様体 X 上の関数 f を考える. f −1([a, b])が臨界点を持たな
いコンパクト集合であるとき, X a と X b は微分同相である.

証明の方針) grad f の積分曲線に沿って動かすことにより微
分同相を構成する.

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー



目次
Introduction
ホモロジー群
Morse理論
参考文献

アイディア
基本定理

Theorem

多様体 X 上の関数 f が非退化な臨界点 p を持ったとする. 臨
界値を c = f (p)とし, ある小さい ε > 0について
f −1(c − ε, c + ε)には臨界点がなくコンパクトであるとする.
このとき, pにおける指数を λとすれば, X c+ε は X c−ε に λ-セ
ルをくっつけたものとホモトピー同値である.

Corollary

多様体 X のセル分割がMorse関数 (臨界点が非退化な関数)
の指数を調べあげることによって分かる.

[朗報]Morse関数はあります!

杉ノ内 萌 多様体のトポロジー
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