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Abstract

この章では，立方体倍積問題と角の 3等分問題の不可能性，つまり定木と compass による作図の不可能
性を，現代代数学的観点から考察し証明する．残る円積問題は，残念ながら『解析学的要素』を多く含む

ために，示唆するに止める．

問題の成立はギリシア数学の自立とほぼ時を同じくするが，これらの問題が否定的に解かれる，つまり

不可能性が証明される，のは，1837 年のことである．紀元前 5世紀から 19世紀まで，2400 年の時が流
れる．そして，フランスの「ヤク中」(アヘン中毒患者)

Pierre Wantzel (1814-1848)

によって解決されることになる．ヨーロッパ数学 (それは，筆者の観点からする唯一の数学である．その
理由は別に論を立てることを必要とするが，概略，世界理解としての数学足りうるのは，ヨーロッパのそ

れのみであることによる)が，不可能性をめぐって巡って現代にまで至った好例である．
この，

幾何学的問題が代数学によって解決される

というのが重要な点なのである．

以下，慣用に従い

N: 非負整数の集合， Z: 整数の集合， Z+: 正整数の集合
Q: 有理数の集合， R: 実数の集合， C: 複素数の集合

とする．



Lecture1
不可能性証明 — 代数学的観点から

§ 1–1. いくつかの定義と準備

1.1.1 体

加減乗除 (0 による除法は除く)に関して閉じている集合を体 (「タイ」と読む．) と言う] (Eng. field,

Deu. Körper)．例えば有理数の集合 Q，実数の集合 R，複素数の集合 Cは体であるが，整数の集合 Z
は除法について閉じていないから体ではない．

F が体であるとする．F の部分集合 E が，F と同じ演算 (加減乗除)でやはり体となることがある．こ
のとき，

E は F の部分体 (subfield)である，
F は E の拡大体 (extension field)である

などとヌカス．例えばQは Rの部分体，Q, Rは Cの部分体である．逆に，Rや Cは Qの拡大体，Cは
Rの拡大体である．

1.1.2 Vector 空間

Vector と呼ばれる要素からなる集合 V と体 F について，

V が F 上の vector 空間 (vector space)である

とは，次の (i)から (vi)がみたされることである：

(i) V は加法 +について閉じていて，交換法則が成り立つ．

(ii) λ ∈ F, v ∈ V ならば λv ∈ V .

(iii) λ1, λ2 ∈ F, v ∈ V ならば (λ1 + λ2) v = λ1v + λ2v.

(iv) λ ∈ F, v1, v2 ∈ V ならば λ (v1 + v2) = λv1 + λv2.

(v) 1が F の乗法単位元ならば，任意の v ∈ V について 1 · v = v.

(vi) λ1, λ2 ∈ F, v ∈ V ならば，λ1 (λ2v) = (λ1λ2) v.

幾何学的な (平面)vector a, bで考えれば，体 Fが実数体 Rとして，オナジミの平面 vectorの集合が V

となる．ところが，1 と
√

2を 2つの異なる vectorと考えて，a, b ∈ Qについて a + b
√

2で表される数
すべてからなる集合を作ると，この集合

V =
{

a + b
√

2
∣∣ a, b ∈ Q

}
は Q上の vector空間と見なすことができる．
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Vector 空間の定義の (i)から (vi)までを，この集合 V がみたすことを確かめておくこと．

体 F 上の vector空間 V に含まれる vector v1, v2, · · · , vn について，任意の vector v ∈ V が

v = λ1v1 + λ2v2 + · · · + λnvn (λ1, λ2, · · · , λn ∈ F)

で表されるとき，

集合 {v1, v2, · · · , vn}は F 上で vector 空間 V を張る (spans V over F)

と言う．Vector 空間が有限次元であるとは，その vector空間を張る vectorの集合 {v1, v2, · · · , vn}が有
限集合であることである．例えば，平面 vectorの集合は，平行でない 2つの vectorによって張られるか
ら，有限次元である．

また，上で触れた集合 V =
{
a + b

√
2

∣∣ a, b ∈ Q
}
も集合

{
1,

√
2
}
で張られるから，有限次元である．

Vector空間 V の加法単位元を o とする (いわゆる zero vector)．Vector の集合 {v1, v2, · · · , vn} ⊂ V

が

F 上で線形独立 (1次独立)である (linearly-independent over F)

とは，zero vector o が v1, v2, · · · , vn の自明な線形結合のみによって表されることである．つまり，

o = λ1v1 + λ2v2 + · · · + λnvn (λ1, λ2, · · · , λn ∈ F)

ならば

λ1 = λ2 = · · · = λn = 0

が成り立つことである．

集合 {v1, v2, . . . , vn}が F 上の V の基底 (basis)である，とは，この集合が F 上で V を張り，かつ F
上で線形独立であることである．

有限次元の vector 空間の基底の選び方はいくらでもあるが，どのように基底を選んでもそれに含まれ
る vector の個数は一定である (これを「基底定理」basis theoremと言う．)．その個数を，その vector
空間の次元 (dimension)と言う．n 次元 vector 空間で，n 個より多くの vector をとるとき，それらは
線形独立ではなく，どの vector をとっても他の vector の線形結合で表すことができる．このようなとき，
それらの vector は線形従属 (linearly dependent) である，と言われる．

1.1.3 体と vector 空間

体 F とその部分体 E が与えられたとき，F を E 上の vector 空間と考えることができる．例えば F と
して C，Eとして Rをとれば，Cの要素はすべて a + bi = a · 1 + b · i (a, b ∈ R, i2 = −1)と表されるか
ら，Cは R上の vector 空間で，その基底は {1, i}である．
また，Qは Rの部分体であるから，RもQ上の vector 空間である．その基底は無限個あるから，Rは

Q上の無限次元 vector 空間になる．
そこで，次のように定義する：

体 F とその部分体 E について，F が E の有限次元 vector 空間であるとき，その次元を
[F : E]で表し，これを

F の E 上の次数 (degree of F over E)

と言う．[C : R] = 2, [R : R] = 1 であることは明らかであろう．

不可能性証明 §1.1.
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1.1.4 多項式 Polynomials

Fを体とする．ある「ナンダカワカランモノ」，「ワカランからそれ以上考エナイコトにしたもの」Xを

定めて，a0, a1, a2, · · · , an ∈ F について

a0 + a1X + a2X
2 + · · · + anXn · · · (#)

という「形式」を考え，それを多項式 (形式的多項式 polynomial form)と言う．
X は，ある値をとったり，変化したりしない．つまり変数ではない．従って，多項式は関数ではない．

このように，多項式を形式的に考えるとき，文字Xを不定元 (indeterminate) と言う．多項式で重要
なのは不定元ではなく，その係数 a0, a1, a2, · · · , an である．

a0, a1, a2, · · · , an ∈ F のとき，その多項式を体 F 上の多項式 (polynomial over F) と言う．
2つの多項式が等しいことを，それらの係数がそれぞれのべきに関して等しいことと定義する．
多項式 (#)で an が 0でないとき，この多項式の次数は n であると言う．係数 a0, a1, a2, · · · , an が

すべて 0であるとき，その多項式を zero 多項式と言い，その次数は考えない (マイナス無限大である，と
する流儀もある)．
不定元Xについての多項式を f (X), g (X) などで表すのはいつも通りである．多項式 f (X)の次数を

deg f (X)，あるいは deg f で表す．deg f (X) = nであるとき，anXn を多項式 f (X)の主項 (leading

term, principal term)，また係数 anを主係数 (leading coefficient, principal coefficient)と言う．
体 F 上の多項式すべての集合を F [X]で表す．F [X]は多項式の加・減・乗法について閉じている．こ
のように，「加・減・乗法について閉じている集合」を環 (ring)と言う．そこで F [X]を体 F 上の多項式
環 (polynomial ring over F)と言うことがある．
実際には F が体である必要はない．F そのものが環であれば，F [X]も環になる (確かめられたい)．

1.1.5 有理数解の TEST

多項式 f (X)のゼロ点 (zero point)とは，f (α) = 0となる αのことである．次の判定法は，Q[X]に
含まれるある多項式 f (X)の，Qに含まれるゼロ点を見出すのに用いられる．
まず，Q[X]の多項式は Z[X]の多項式に書き換えられる．各係数の分母の最小公倍数 lを求めて，

1
l
で

くくれば，Z上の多項式が得られる．従ってQ[X]の多項式のゼロ点を見出すことは，Z[X]の多項式のゼ
ロ点を見出すことと同値である．次が成り立つ：

THEOREM 1.1.1 (ヘタナテッポウ定理)

f (X) ∈ Z[X]を n 次の多項式とする：

f (X) = a0 + a1X + a2X
2 + · · · + anXn, ai ∈ Z, an 6= 0.

有理数，特に既約分数 β = r
s が f (X)のゼロ点であるとき，

(i) r
∣∣ a0. (ii) s

∣∣ an.

Proof.

f (β) = 0より

a0 + a1

“r

s

”

+ a2

“r

s

”2

+ · · · + an

“r

s

”n

= 0

⇐⇒ a0s
n + a1rs

n−1 + a2r
2sn−2 + · · · + anrn = 0

⇐⇒ a0s
n = −r

`

a1s
n−1 + a2rs

n−2 + · · · + anrn−1´ .

不可能性証明 §1.1.
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よって r は a0s
n の約数である．ところが r と s は互いに素であるから，r

˛

˛ a0.
同様に

anrn = −s
`

a0s
n−1 + a1rs

n−2 + · · · + an−1r
n−1´

が成り立つから，s は anrn の約数で，結局 s
˛

˛ an. ¨

因数定理と組立て除法により高次方程式を解くときに，この定理Theorem 1.1.1 (p.3)はしばしば乱用・
悪用されるが，本来は次のような用い方をするべき定理である．

Example 1.1.2

2の実数 5乗根 5
√

2は無理数である．

Proof.
5
√

2は多項式 f (X) = 2−X5 のゼロ点である．もちろん f (X) ∈ Z[X] ⊂ Q[X]であるから，ヘタナ
テッポウ定理が使える．
いま， r

s
(既約分数)が f (X)のゼロ点であるとすると，定理より

r は 2の約数，かつ s は −1の約数

であるから，r = ±1, ±2, s = ±1である．よって r
s

= ±1, ±2に限られる．
ところがこれらは f (X) = 2 − X5 のゼロ点ではないことが，代入すれば直ちにわかる．従って，

f (X) = 2 − X5 は Qにゼロ点をもたず， 5
√

2 6∈ Q. ¨

§ 1–2. 代数的数とその多項式

1.2.1 代数的数

Definition 1.2.1 (代数的数)

α ∈ Cが Cの部分体 F 上で代数的である (algebraic over a field F ⊂ C) とは，α を

zero点とするような多項式 f (X) ∈ Fが存在することである．ただし f (X)は zero多項式で
はないとする．

つまり，a0, a1, a2, · · · , an ∈ F を係数とするような多項式

f (X) = a0 + a1X + a2X
2 + · · · + anXn ∈ F [X]

が存在して，a0, a1, a2, · · · , an のうちの少なくとも 1つは 6= 0であり，かつ f (α) = 0が
成り立つとき，α は F 上代数的である．

それぞれの体 F について，α ∈ F は代数的であると言える．α はX − α ∈ F [X]の zero点となるから
である．

Example 1.2.2

•
√

2, i,ω は Q上代数的である．

• 4
√

2 6
√

3は Q上代数的である．

• 1 +
√

2は Q上代数的である．

Proof.

α = 1 +
√

2 ⇐⇒ α − 1 =
√

2とすれば，

α2 − 2α + 1 = 2 ⇐⇒ α2 − 2α − 1 = 0.

よって α は X2 − 2X − 1 ∈ Q [X]の zero点であるから，Q上代数的である． ¨

不可能性証明 §1.2.
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α ∈ Cが Cの部分体 Fで代数的であることを，別の観点から考えるとオイシイ．αが代数的であれば，

F [X]の多項式 f (X) = a0 + a1X + a2X
2 + · · · + anXn が存在して an 6= 0である．つまり

a0 + a1α + a2α
2 + · · · + anαn = 0

が成り立つ．ここで，a0, a1, a2, · · · , an ∈ F, α, α2, · · ·αn ∈ Cで，Fは Cの部分体であるから，Cを
F の vector空間と見なすことができる．
そこで，α, α2, · · · , αn を vector と見なし，a0, a1, a2, · · · , an を scalar と見なすことにすれば，次
のように言える：

Proposition 1.2.3 (代数的数と vector)

α ∈ CがCの部分体F上代数的であるとは，あるn ∈ Z+が存在して，
{
1, α, α2, · · · , αn

}
が F 上線形従属であることである．

Proof.

anαn = −
`

a0 + a1α + a2α
2 + · · · + an−1α

n−1
´

であるから，両辺 an で割って

αn = − a0

an
− a1

an
α − a2

an
α2 − · · · − an−1

an
αn−1

となる．これは，vector αn は n− 1個の vector 1, α, α2, · · · , αn−1 の線形結合で表されることを意味
するから，従属性が言えた． ¨

1.2.2 モニック多項式

Definition 1.2.4 (モニック多項式)

多項式 f (X) = a0 + a1X + a2X
2 + · · ·+ anXn ∈ F [X]がモニックである (monic) とは，

主係数 an = 1であることである．

Lemma 1.2.5

α ∈ Cが zero多項式でない多項式 f (X) ∈ F [X]の zero点であるならば，αはやはり zero多
項式でない monic な多項式 g (X) ∈ F [X]の zero点であり，deg f = deg g が成り立つ．

1.2.3 最小多項式
Lemma 1.2.6

α ∈ Cが F(⊂ C)上代数的ならば，α を zero点とする monic多項式 f (X) ∈ F [X]の内で最
低次数のものが一意的に定まる．

Proof.

存在することは明らかであるから，一意性を示す．最低次数を n として，どちらも次数 n の monic
な多項式が 2つあったとし，それらを

f1 (X) = a0 + a1X + a2X
2 + · · · + an−1X

n−1 + Xn,

f2 (X) = b0 + b1X + b2X
2 + · · · + bn−1X

n−1 + Xn

不可能性証明 §1.2.
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とする．
f (X)を，ci = ai − bi として

f (X) = f1 (X) − f2 (X) = c0 + c1X + c2X
2 + · · · + cn−1X

n−1

と定めれば，f (X) ∈ F [X]であり，また f (α) = f1(α) − f2(α) = 0である．
このとき，f (X)は zero多項式であることを示す．f (X)が zero多項式でないとすると，f (X)と同

じ次数をもつ monicな多項式 g (X)が存在して，g (X)は α を zero点にもつ (Lemma 1.2.5 (p.5) よ
り)．これは n の次数最小性に反するから f (X) ≡ 0P が言える．よって f1 (X) = f2 (X)である． ¨

この Lemma 1.2.6によって，任意の代数的数 αに対して，それぞれ一意的にmonicな多項式を対応さ
せることができる．α そのものの正体は解らなくても，それを zero 点にもつ多項式を考えることによっ
て，α のもつ性質を探ろう，というのが，以下の考察におけるイデーである．

Definition 1.2.7 (既約多項式，最小多項式)

α ∈ Cが体 F ⊂ C上で代数的であるとする．多項式 f (X) ∈ F [X]のうちで，条件

(i) f (α) = 0, (ii) f (X)はmonic, (iii) deg f が最小

であるようなものを

F上の αの既約多項式 (irreducible polynomial)，または最小多項式 (minimal

polynomial)

と言い，これを

irr (α, F)

と表す．また，その次数 deg irr (α, F)を

α の F 上の次数 (degree of α over F)

と言い，それを deg (α, F)で表す．

Example 1.2.8√
2について，その Q上の多項式は irr (α, Q) = X2 − 2である．

Proof.

X2 − 2が
√

2を zero点とすることは明らかである．また，その係数は Qに含まれ，また monic で
ある．残っているのは，この次数 2が最小であることを示すだけである．もしさらに低い次数の多項式
が存在したとすれば，それは a ∈ Qとして

X + a

であるはずであるが，このとき
√

2 + a = 0となる．これは矛盾．よって

irr
“√

2, Q
”

= X2 − 2, deg
“√

2, Q
”

= 2.

¨

irr
(√

2, R
)
はX2 − 2ではなく，X −

√
2であることに注意．

Example 1.2.9

α =
√

2ω とするとき，

irr (α, C) = X − α, irr (α, R) = X3 − 2
√

2, irr (α, Q) = X6 − 8.

§ 1–3. 体の拡大

不可能性証明 §1.3.



p. 7.

1.3.1 Q
(√

2
)

Definition 1.3.1 (Qに
√

2を付け加える．)

Cの部分集合 Q
(√

2
)
を

Q
(√

2
) def=

{
a + b

√
2

∣∣ a, b ∈ Q
}

と定義する．

つまり，Q
(√

2
)
は

{
1,

√
2
}
によって張られる vector 空間であり，Q上の Cの部分 vector空間である．

Lemma 1.3.2

B =
{
1,

√
2
}
は，Q上の vector空間 Q

(√
2
)
の基底をなす．

Proof.

Q
`
√

2
´

の要素はその定義により 1と
√

2の線形結合で表されるから，確かに集合BはQ
`
√

2
´

を張る．
次に B の要素が Q 上線形独立であることを示 · · · · · · と思ったが，実は中学生が知っていることで

あったのでヤメル．(キガツイテナイデショウ?!) ¨

Vector空間 Q
(√

2
)
の性質を考察する前に，環という概念をキチッと定義しておこう．

Definition 1.3.3 (環)

集合 Rが環 (ring)であるとは，R上に加法 +と乗法 ·が定義されていて，次がみたされ
ることである：

(i) 加法 +は R 上で結合法則をみたし，単位元が存在する．また任意の x ∈ Rも
+に関する逆元をもつ (これを反元と言う)．さらに交換法則が成り立つ．

(ii) R は乗法について閉じている： r1, r2 ∈ R ⇒ r1 · r2 ∈ R.

(iii) 乗法が結合的である： r1, r2, r3 ∈ R ⇒ r1 · (r2 · r3) = (r1 · r2) · r3.

(iv) 乗法は加法に対して分配的である：

r1, r2, r3 ∈ R ⇒ r1 · (r2 + r3) = r1 · r2 + r1 · r3.

加法の単位元は 0で表される．
特に r1, r2 ∈ Rについて，乗法の交換法則 r1 · r2 = r2 · r1 が成り立つとき，R は可換環

(commutative ring) と言われる．
Rが乗法に関する単位元 1をもつとき，単位元をもつ環 (ring with unity) と言われる．

Lemma 1.3.4

Q
(√

2
)
は単位元をもつ可換環である．

Proof.

ヨクアル問題． ¨

Lemma 1.3.5

Q
(√

2
)
は体である．

不可能性証明 §1.3.
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Proof.

Lemma 1.3.4で環であることが判っているから，除法について閉じていることを示せば十分である
が，それは 0以外の Q

`
√

2
´

の要素が乗法の逆元をもつことと同値である．人はそれを有理化という．
¨

Lemma 1.3.6

Q
(√

2
)
は Qと

√
2を含む最小の体である．

Proof.

F を，Qと
√

2を含む任意の体として，Q
`
√

2
´

⊂ F を示せば十分，つまり

∀x ; x ∈ Q
`

√
2
´

⇒ x ∈ F

を示す．
x ∈ Q

`
√

2
´

とすれば，a, b ∈ Qとして x = a+b
√

2と表される．仮定より
√

2 ∈ F，また a, b ∈ Q ⊂ F
より a, b ∈ F である．F が体であることから x = a + b

√
2 ∈ F. ¨

Q
(√

2
)
が体であり，かつCの部分体であることから，Section 1.2 (p.4)で導かれた様々な性質をQ

(√
2
)

でそのまま考えることができる．つまり，体 FをそのままQ
(√

2
)
に読みかえれば，すべてそのまま成立

する．

Example 1.3.7√
3は Q

(√
2
)
で代数的であり，その次数は 2である．

Proof.

多項式 X2 − 3は Q上の，従って Q
`
√

2
´

上の多項式である：X2 − 3 ∈ Q
`
√

2
´

.

それは monic で，
√

3を zero点にもつから，
√

3は Q
`
√

2
´

上で代数的である．
次に X2 − 3 が Q

`
√

2
´

上で既約であることを示す．もし既約でないとすれば，a ∈ Q
`
√

2
´

として，
monicな 1次の多項式 X + aが存在して，その zero点が

√
3である．a ∈ Q

`
√

2
´

より，a = p + q
√

2

と書けて，p, q ∈ Q である．
√

3が X + aの zero点であることから，
√

3 + p + q
√

2 = 0

が成り立つ．よって √
3 = −

“

p + q
√

2
”

, ) 3 = p2 + 2pq
√

2 + 2q2.

p, q のいずれが = 0としても矛盾するから pq 6= 0であるが，このとき，

√
2 =

3 − p2 − 2q2

2pq
∈ Q

よりやはり矛盾．よって多項式 X2 − 3は Q
`
√

2
´

上既約である．
以上より，

irr
“√

3, Q
`

√
2
´

”

= X2 − 3, deg
“√

3, Q
`

√
2
´

”

= 2.

¨

1.3.2 体 F
(
α
)
の構成

以上で Q
(√

2
)
を構成した．これを一般化してみよう．つまり，Fを Cのある部分体とし，F上で代数

的な α ∈ Cについて，
F
(
α

)
=

{
a + bα

∣∣ a, b ∈ F
}

を考えると，これを Cの部分 vector空間と見なすことができて，また Cの部分体でもある．さらにこの
F
(
α

)
は，α と F を含むような，Cの最小の部分体であることが示される．

以下，α は F 上代数的であると仮定する．

不可能性証明 §1.3.
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Definition 1.3.8 (代数拡大)

F を C の部分体，α は F 上代数的で，deg (α, F) = n とする．F の α による代数拡大

(algebraic extension of F by α) とは，次のような集合 F
(
α

)
である：

F
(
α

) def=
{
b0 + b1α + b2α

2 + · · · + bn−1α
n−1

∣∣ b0, b1, b2, · · · , bn−1 ∈ F
}

.

つまりF
(
α

)
とは，αのべき 1, α, α2, · · · , αn−1のF上の線形結合の集合であり，

{
1, α, α2, · · · , αn−1

}
が F 上に張る vector空間 (Cの部分 vector空間)である．

Lemma 1.3.9

α の n 次以上のべきは F
(
α

)
の要素である：

αn, αn+1, αn+2, · · · ∈ F
(
α

)
.

Proof.

deg (α, F) = n であるから，α は多項式環 F [X]に含まれる monicな多項式の zero点である．よっ
てある c0, c1, c2, · · · , cn−1 ∈ F が存在して

c0 + c1α + c2α
2 + · · · + cn−1α

n−1 + αn = 0

⇐⇒ αn = −
`

c0 + c1α + c2α
2 + · · · + cn−1α

n−1´ (1.1)

が成り立つ．定義より α, α2, · · · , αn−1 ∈ F
`

α
´

であるから，αn はこれらの F 上の線形結合となり，
αn ∈ F

`

α
´

.
(1.1)の両辺に α をかけて

αn+1 = −
`

c0α + c1α
2 + · · · + cn−1α

n´

を得るが，α, α2, · · · , αn−1 ∈ F
`

α
´

であり，かつ αn ∈ F
`

α
´

より，αn+1 ∈ F
`

α
´

．
以下同様にして αn+2, αn+3, · · · ∈ F

`

α
´

. ¨

Lemma 1.3.10

deg (α, F) = nとすれば，
{
1, α, α2, · · · , αn−1

}
は F 上線形独立である．

Proof.
˘

1, α, α2, · · · , αn−1
¯

が線形従属であるとする．このとき，c0, c1, c2, · · · , cn−1 ∈ F について

c0 + c1α + c2α
2 + · · · + cn−1α

n−1 = 0

が成り立ち，かつ少なくとも 1つの ci は 6= 0である．そのような ci のうちで番号 i が最大のものを ck

とする．両辺を ck で割って
c0

ck
+

c1

ck
α +

c2

ck
α2 + · · · + ck−1

ck
αk−1 + αk = 0.

このとき，係数
c0

ck
,

c1

ck
, · · · ,

ck−1

ck
∈ F であるから，α は k 次の多項式の zero点であることになる．と

ころが i ≤ n − 1であるから，これは deg (α, F) = nに反する．
よってこの Lemma が成り立つ． ¨

THEOREM 1.3.11 (F
(
α

)
の基底定理)

FをCの部分体，α ∈ CがF上代数的，かつdeg (α, F) = nとする．このとき，
{
1, α, α2, · · · , αn−1

}
は F 上の vector空間 F

(
α

)
の 1つの基底をなす．

さらに，dim F
(
α

)
= deg (α, F) = nである．つまり，vector空間 F

(
α

)
の次元と α の F

上の次数は一致する．

不可能性証明 §1.3.
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Proof.

Definition 1.3.8 (p.9)より
˘

1, α, α2, · · · , αn−1
¯

はF上でvector空間F
`

α
´

を張る．Lemma 1.3.10 (p.9)
より

˘

1, α, α2, · · · , αn−1
¯

は線形独立であるから，F
`

α
´

の基底をなす．その個数は n であるから，
dim F

`

α
´

= n = deg (α, F) . ¨

Lemma 1.3.12

F
(
α

)
は環をなす．

Proof.

F
`

α
´

∈ Cであるから，F
`

α
´

が加法と乗法について閉じていることを示せば十分である．加法につい
ては自明．
乗法についても，α のべきがすべて F

`

α
´

に含まれ，係数も F に含まれるから明らか． ¨

THEOREM 1.3.13 (体 F
(
α

)
)

F を Cの部分体，α ∈ Cが F 上代数的であるとする．このとき，F
(
α

)
は体をなす．

Proof.

Lemma 1.3.12 より，残るは F
`

α
´

の要素 β(6= 0) が F
`

α
´

の中に乗法逆元 β−1 をもつことだけで
ある．
集合

˘

1, β, β2, · · · , βn
¯

は，F
`

α
´

の n + 1個の要素からなる集合であるから，dim F
`

α
´

= nより
線形従属である．よって，「すべて 0」であることはない d0, d1, d2, · · · , dk (k ≤ n)が F の要素とし
て存在して

d0 + d1β + d2β
2 + · · · + dkβk = 0 (1.2)

が成り立つ．d0 = 0ならば両辺を β で割って (1.2)の項の数を減らすことができる．
これを必要なだけ繰り返して， 6= 0なる di が第 1項に現れるようにできる．従って，必要ならば番

号をつけかえて，(1.2)で d0 は 6= 0としてよい．

両辺に
−1

d0
をかけて，ei = − di

d0
∈ F として

−1 + e1β + e2β
2 + · · · + ekβk = 0.

従って
1 = e1β + e2β

2 + · · · + ekβk = β
“

e1 + e2β + · · · + ekβk−1
”

であるから，β は逆数 β−1 = e1 + e2β + · · ·+ ekβk−1 をもつ．ここで ei, βi ∈ F
`

α
´

であり，F
`

α
´

が
環をなすことから β−1 ∈ F

`

α
´

である．従って確かに F
`

α
´

は体をなす． ¨

Example 1.3.14

β = 3
√

2 − 3とする．Q
(

3
√

2
)
における β の逆数をオテガルに求めてみよう．

β + 3 = 3
√

2の両辺を 3乗して β3 + 9β2 + 27β + 27 = 2 であるから，

β
(
β2 + 9β + 27

)
= −25 ⇐⇒ β · β2 + 9β + 27

−25
= 1

を得る．よって β の逆数は β−1 =
β2 + 9β + 27

−25
である．

THEOREM 1.3.15 (最小体定理)

Fを Cの部分体，α ∈ Cが F上代数的であるとする．このとき，F
(
α

)
は Fと αを含む最

小の体である．

不可能性証明 §1.3.
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Proof.

Kを F と α を含む任意の体とする．F
`

α
´

⊂ Kを示せば十分である．deg (α, F) = nとする．任意
の γ ∈ F

`

α
´

について
γ = b0 + b1α + b2α

2 + · · · + bn−1α
n−1

と表され，仮定より α ∈ Kでかつ Kが体であるから，α2, α3, · · · , αn−1 ∈ K．また，F ⊂ Kであるか
ら，b0, b1, b2, · · · , bn−1 ∈ K．再びKが体であることから γ = b0+b1α+b2α

2+ · · ·+bn−1α
n−1 ∈ K．

以上より γ ∈ F
`

α
´

⇒ γ ∈ Kが示されたから

F
`

α
´

⊂ K.

¨

Example 1.3.16

α ∈ C とし，F を Cの部分体とする．このとき，

F
(
α2

)
⊂ F

(
α

)
.

Proof.

最小体定理 (Theorem 1.3.15 (p.10))より F
`

α
´

は α と F を含む．よって F
`

α
´

は α2 = α · α を含
むから，F

`

α
´

は α2 と F を含む体である．
F
`

α2
´

はそのような体の内で最小だから，F
`

α2
´

⊂ F
`

α
´

となる． ¨

1.3.3 体の逐次的構成

Theorem 1.3.15 (p.10)で，Cの部分体 F に α ∈ Cを添加して F
(
α

)
を構成したとき，F

(
α

)
は α と F

を含む最小の体であることを見た．ここでは，さらに F
(
α

)
に，F

(
α

)
上で代数的な β(∈ C)を添加して(

F
(
α

))(
β
)
を作り，さらにこの体上で代数的な γ(∈ C)を添加して

((
F
(
α

))(
β
))(

γ
)
を作り，· · · という，

体の逐次的拡大・逐次的構成を考えよう．

Example 1.3.17(
Q

(√
2
))(√

3
)
は

{
1,

√
3
}
をを基底 vectorとする Q

(√
2
)
上に張られた vector空間である．

Proof.

Example 1.3.7 (p.8)より，irr
`
√

3, Q
`
√

2
´´

= X2 − 3であるから，deg
`
√

3, Q
`
√

2
´´

= 2である．
Definition 1.3.8 (p.9)より

`

Q
`

√
2
´´`

√
3
´

=
n

x + y
√

3
˛

˛x, y ∈ Q
`

√
2
´

o

であるから，これは Q
`
√

2
´

上で，
˘

1,
√

3
¯

が張る vector空間である．この基底が
˘

1,
√

3
¯

であるこ
とは，Theorem 1.3.11 (p.9) から解る． ¨

Example 1.3.17 から，順次拡大されていく体の列

Q ⊂ Q
(√

2
)
⊂

(
Q

(√
2
))(√

3
)

が得られる．このような拡大体の系列を「体の昇鎖」(tower of fields) と呼ぶ．((
F
)(

α
))(

β
)
を単に F

(
α

)
(β)と書く．

この昇鎖において，Q
(√

2
)(√

3
)
を Q上の vector 空間と考えることもできる．つまり

Example 1.3.18

Q
(√

2
)(√

3
)
は，vector の集合

{
1,

√
2,

√
3,

√
6
}
が張る Q上の vector 空間である．

不可能性証明 §1.3.
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1.3.4 体の昇鎖

Cの部分体 E, F, Kが E ⊂ F ⊂ Kであり，かつどれも集合として異なるとき，3個の vector 空間を考
えることができる．つまり

• E 上の vector 空間としての F,

• F 上の vector空間としての K,

• E 上の vector空間としての K

である．

THEOREM 1.3.19 (昇鎖の基底)

Cの部分体 E ⊂ F ⊂ Kについて，

• vector 空間 F の E 上の基底が {α1, α2, . . . , αm}であり，

• vector空間 Kの F 上の基底が {β1, β2, . . . , βn}である

とき，vector 空間 Kの E 上の基底は

αiβj (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m)

である．

Proof.

k ∈ Kとする．Kは F 上の vector空間であるから，scaler f1, f2, . . . , fn ∈ F が存在して

k = f1β1 + f2β2 + · · · + fnβn =

n
X

i=1

fiβi (1.3)

と書ける．fi ∈ F で，F は E 上の vector空間であり，その基底が {α1, α2, . . . , αm}であるから，ど
の fi についても scaler ei1, ei2, · · · , eim が存在して

fi = ei1α1 + ei2α2 + · · · + eimαm =

m
X

j=1

eijαj (1.4)

と書ける．
(1.6)に (1.7)を代入すれば

k =
n
X

i=1

 

m
X

j=1

eijαj

!

βi =
n
X

i=1

m
X

j=1

eij (αjβi) .

これで，k ∈ Kは αjβi (1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n)の線形結合であるから，αjβi は E 上で vector 空間 K
を張ることが示された．
次に，vector の集合

˘

αjβi

˛

˛ 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n
¯

が E 上で線形独立であることを示す．そのため
には，E の要素 eij (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m)が

n
X

i=1

m
X

j=1

eijαjβi = 0 (1.5)

をみたすとき，どの eij も 0であることを示せば十分である．
式 (1.8)を

n
X

i=1

 

m
X

j=1

eijαj

!

βi = 0

不可能性証明 §1.3.



p. 13.

と書き換える．このとき，それぞれの βi の係数
m
X

j=1

eijαj は F の要素で，また βi (1 ≤ i ≤ n)は F 上

で線形独立であるから，1 ≤ i ≤ n なる任意の i について

m
X

j=1

eijαj = 0

が成り立つ．
ところが αj (1 ≤ j ≤ m)は E 上で線形独立であるから，1 ≤ j ≤ mなる任意の j について

eij = 0

となる．以上より，αjβi は E 上で線形独立であることが示された．よって，mn個の vector αjβi は E
上の vector空間 Kの基底をなす． ¨

THEOREM 1.3.20 (昇鎖の次元)

Cの部分体の昇鎖 E ⊂ F ⊂ K について，E 上の vector空間 F, F 上の vector空間 Kが
有限次元ならば，vector空間 Kも E 上有限次元であり，

[K : E] = [K : F] · [F : E]

が成り立つ．

これを

dimE K = dimF K · dimE F

とも書く．

Proof.

Theorem 1.3.23 (p.14)より明らか． ¨

Corollary 1.3.21

Theorem 1.3.24 (p.15)の仮定が成り立つとき，[K : F]は [K : E]の約数であり，[F : E]も
[K : E]の約数である．

Proof.

アタリマエ． ¨

Example 1.3.22

Vector 空間 Q
(√

2
)(√

3
)
の Q上の基底は

{
1,

√
2,

√
3,

√
6
}
であり，この次元は 4である．[

Q
(√

2
)

: Q
]

= 2,
[
Q

(√
2
)(√

3
)

: Q
(√

2
)]

= 2であるから，確かに[
Q

(√
2
)(√

3
)

: Q
]

=
[
Q

(√
2
)(√

3
)

: Q
(√

2
)]

·
[
Q

(√
2
)

: Q
]

= 2 · 2 = 4

が成り立つ．Corrolary 1.3.25から，Q ⊂ F ⊂ Q
(√

2
)(√

3
)
をみたす体 F で，[F : Q] = 3で

あるようなものは存在しないことが言える．3は 4の約数ではないからである．

不可能性証明 §1.3.
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1.3.5 体の昇鎖

Cの部分体 E, F, Kが E ⊂ F ⊂ Kであり，かつどれも集合として異なるとき，3個の vector 空間を考
えることができる．つまり

• E 上の vector 空間としての F,

• F 上の vector空間としての K,

• E 上の vector空間としての K

である．

THEOREM 1.3.23 (昇鎖の基底)

Cの部分体 E ⊂ F ⊂ Kについて，

• vector 空間 F の E 上の基底が {α1, α2, . . . , αm}であり，

• vector空間 Kの F 上の基底が {β1, β2, . . . , βn}である

とき，vector 空間 Kの E 上の基底は

αiβj (1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n)

である．

Proof.

k ∈ Kとする．Kは F 上の vector空間であるから，scaler f1, f2, . . . , fn ∈ F が存在して

k = f1β1 + f2β2 + · · · + fnβn =
n
X

i=1

fiβi (1.6)

と書ける．fi ∈ F で，F は E 上の vector空間であり，その基底が {α1, α2, . . . , αm}であるから，ど
の fi についても scaler ei1, ei2, · · · , eim が存在して

fi = ei1α1 + ei2α2 + · · · + eimαm =

m
X

j=1

eijαj (1.7)

と書ける．
(1.6)に (1.7)を代入すれば

k =
n
X

i=1

 

m
X

j=1

eijαj

!

βi =
n
X

i=1

m
X

j=1

eij (αjβi) .

これで，k ∈ Kは αjβi (1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n) の線形結合であるから，αjβi は E 上で vector 空間 K
を張る．
次に，vector の集合

˘

αjβi

˛

˛ 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n
¯

が E 上で線形独立であることを示す．そのため
には，E の要素 eij (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m)が

n
X

i=1

m
X

j=1

eijαjβi = 0 (1.8)

をみたすとき，どの eij も 0であることを示せば十分である．
式 (1.8)を

n
X

i=1

 

m
X

j=1

eijαj

!

βi = 0

不可能性証明 §1.3.
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と書き換える．このとき，それぞれの βi の係数
m
X

j=1

eijαj は F の要素で，また βi (1 ≤ i ≤ n)は F 上

で線形独立であるから，1 ≤ i ≤ n なる任意の i について

m
X

j=1

eijαj = 0

が成り立つ．
ところが αj (1 ≤ j ≤ m)は E 上で線形独立であるから，1 ≤ j ≤ mなる任意の j について

eij = 0

となる．以上より，αjβi は E 上で線形独立であることが示された．よって，mn個の vector αjβi は E
上の vector空間 Kの基底をなす． ¨

THEOREM 1.3.24 (昇鎖の次元)

Cの部分体の昇鎖 E ⊂ F ⊂ K について，E 上の vector空間 F, F 上の vector空間 Kが
有限次元ならば，vector空間 Kも E 上有限次元であり，

[K : E] = [K : F] · [F : E]

が成り立つ．

これを

dimE K = dimF K · dimE F

とも書く．

Proof.

Theorem 1.3.23 (p.14)より明らか． ¨

Corollary 1.3.25

Theorem 1.3.24 (p.15)の仮定が成り立つとき，[K : F]は [K : E]の約数であり，[F : E]も
[K : E]の約数である．

Proof.

アタリマエ． ¨

Example 1.3.26

Vector 空間 Q
(√

2
)(√

3
)
の Q上の基底は

{
1,

√
2,

√
3,

√
6
}
であり，この次元は 4である．[

Q
(√

2
)

: Q
]

= 2,
[
Q

(√
2
)(√

3
)

: Q
(√

2
)]

= 2であるから，確かに[
Q

(√
2
)(√

3
)

: Q
]

=
[
Q

(√
2
)(√

3
)

: Q
(√

2
)]

·
[
Q

(√
2
)

: Q
]

= 2 · 2 = 4

が成り立つ．Corrolary 1.3.25から，Q ⊂ F ⊂ Q
(√

2
)(√

3
)
をみたす体 F で，[F : Q] = 3で

あるようなものは存在しないことが言える．3は 4の約数ではないからである．

§ 1–4. 既約多項式
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1.4.1 既約多項式

Definition 1.2.7 (p.6)で

F 上の α の既約 (最小)多項式 irr (α, F)

を定義した．以下では，「F上の既約多項式」という概念が定義される．この 2つの間の関係は，後に明ら
かになるが，さし当たっては別個のものと考えておく方がよい．

Definition 1.4.1 (F 上可約な多項式)

F を体とする．多項式 f (X) ∈ F [X]が F 上で可約である (reducible over F) とは，次
の (i), (ii)をみたすような多項式 g (X),h (X)が存在することである：

(i) g (X), h (X)の次数はどちらも f (X)よりも小さい．

(ii) f (X) = g (X) h (X).

Definition 1.4.2 (F 上既約な多項式)

F を体とする．多項式 f (X) ∈ F [X]が F 上で既約である (irreducible over F) とは，
f (X)が F 上で可約でなく，かつ定数でもないことである．

Note 1.4.3

ある多項式がある体上で既約であれば，その体のどんな部分体上でも既約である．つまり，E
が体 F の部分体で，f (X) ∈ E [X]が F 上で既約であれば，f (X)は E 上でも既約である．

1.4.2 可約多項式とその zero 点

Definition 1.4.4 (1次の因数)

F を体とする．f (X) ∈ F [X]が F [X]の中に 1 次の因数をもつとは

f (X) = (aX + b) g (X)

と書けることである．ただし a, b ∈ F, a 6= 0, g (X) ∈ F [X] とする．

THEOREM 1.4.5 (因数定理 Factor Theorem)

F を体，f (X) ∈ F [X]とすると，次は同値である：

• f (X)が F [X]に 1次の因数をもつ．

• f (X)は F に zero 点をもつ．

THEOREM 1.4.6 (2次，3次多項式の既約性)

F を体とする．f (X) ∈ F [X]について，deg f (X) = 2, 3ならば，次は同値である：

• f (X)が F 上可約である．

• f (X)が F に zero 点をもつ．

Proof.

不可能性証明 §1.4.
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⇒) f (X)が F 上可約ならば，f (X) = g (X) h (X)となる多項式 g (X) , h (X) ∈ F [X]が存在する．
deg g (X)+deg h (X) = 2または 3であるから，少なくともどちらか一方の次数は 1である．よっ
て因数定理 Theorem 1.4.5 により，それは F に zero点をもつから，f (X)も F に zero点をもつ．

⇐) f (X)が F に zero点をもつとすれば，Theorem 1.4.5により明らか．

¨

Example 1.4.7

多項式 2X3 − 5は Q上既約である．

1.4.3 既約性と irr (α, Q)

THEOREM 1.4.8 (既約多項式)

F ⊂ Cを体，α ∈ Cが F 上代数的であるとする．このとき，次の (i), (ii) は同値である：

(i) f (X) = irr (α, F).

(ii) f (α) = 0，かつ f (X)は F 上の monic な既約多項式である．

この定理によって，代数的数 αのもつ既約多項式と，体 F上の既約性が結びつく．証明に入る前に，例
を挙げておく：

Example 1.4.9

• irr
(√

2, Q
)

= X2 − 2.

Q上で zero 点となりうるのは ±1, ±2のみであるから，代入してみれば zero点ではな
い．この多項式の次数は 2であるから，Theorem 1.4.6によってQ上既約である．従っ
て Theorem 1.4.8により

√
2の Q上の既約多項式はX2 − 2であることが解る．

• irr
(

3
√

2, Q
)

= X3 − 2.

明らかに 3
√

2はX3 − 2の zero点であり，同様にして示せる．

Theorem 1.4.8 (p.17)の証明に移る．

Proof.

いま，多項式の集合 P を次のように定める：

P
def
=
˘

p (X) ∈ F [X]
˛

˛ p (α) = 0, p (X) : monic
¯

.

• (i) ⇒ (ii) を示す．(i)を仮定すれば，Definition 1.2.7 (p.6) (α の既約多項式の定義)より

f (X)は P のうち最小次数の多項式である

ことが言える．あとは，f (X)が F 上で既約であることを示せば十分である．
f (X)が F 上で既約でないとする．f (X)は定数ではないから F 上で既約であり，F [X]の多項

式 g (X), h (X)が存在して
f (X) = g (X) h (X)

が成り立ち，かつ g, h の次数は，いずれも f の次数よりも低い．g と h はいずれもmonicである
として，一般性を失わない．X に α を代入して

0 = f (α) = g (α) h (α)

であるから，g (α) = 0または h (α) = 0のいずれかが成り立つ．
従って g (X) と h (X)のいずれかが P の要素であることになるが，これは f (X)が P の最小次

数の多項式であることに矛盾する．
以上から，f (X)は既約であることが示された．
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• (ii) ⇒ (i)を示す．(ii)を仮定すれば，f (X) ∈ P であるから，

deg f (X) ≥ deg irr (α, F) .

f (X) を irr (α, F) で割れば，除法の原理によって，q (X) , r (X) ∈ F [X] なる deg r (X) <
deg irr (α, F)または r (X) = 0P をみたす q (X), r (X)が存在して

f (X) = irr (α, F) q (X) + r (X) (1.9)

が成り立つ．
(1.9)の両辺に X = α を代入すれば

0 = 0 · q (α) + r (α) , ) r (α) = 0

となる．
もし r (X) 6= 0P ならば，r (X)の主係数で r (X)を割ってmonicな多項式を得るが，それは集

合 P に含まれる．このとき P は irr (α, F)より低い次数の多項式を含むことになり，矛盾する．
よって r (X) = 0P となり，(1.9)より

f (X) = irr (α, F) q (X) .

ところが f (X)は F 上で既約だから，q (X)は定数でなければならず，更に f (X)も irr (α, F)も
いずれも monicであることから q (X) ≡ 1 となり，f (X) = irr (α, F)が言えた．

¨

1.4.4 体の有限次拡大

Kが体 Fの拡大体であるとする．F上の vector空間としての Kが有限次元であるとき，Kの要素は F
上代数的であることを示す．

THEOREM 1.4.10 (拡大体の次数)

F を Kの部分体とし，[K : F] = nとする．

このとき，Kに属する数 α はすべて F 上代数的であり，irr (α, F) ≤ nが成り立つ．

Proof.

α ∈ Kとする．[K : F] = nであるから，Kの要素 (n + 1)個からなる任意の集合は F 上で線形従属
である．いま，集合

˘

1, α, α2, · · · , αn¯

を考えれば，これはそうような集合の例となり，「すべて 0」であることはない c0, c1, c2, · · · , n ∈ F が
存在して

c0 + c1α + c2α
2 + · · · + cnαn = 0

が成り立つ．
いま，多項式 p (X) ∈ F [X]を

p (X)
def
= c0 + c1X + c2X

2 + · · · + cnXn

と定めれば，p (X)は F 上に zero点 α をもつから，α は F 上代数的である．
p (X) の次数は n 次以下であるから，やはり n 次以下の monic な多項式が存在して (* Lemma

1.2.5 (p.5))
irr (α, F) ≤ n

が成り立つ． ¨

Corollary 1.4.11

F を Cの部分体，α ∈ Cを F 上の次数 n をもつ代数的数とする．このとき，F
(
α

)
に含まれ

る数はすべて F 上代数的で，その次数は n を越えない．
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THEOREM 1.4.12 (代数的数体)

F を体 E の部分体とする．F 上代数的であるような E の要素の全体は体をなす．

Proof.

α, β ∈ E が F 上代数的であるとする．このとき，α ± β, αβ, α
β

(ただし β 6= 0)がすべて F 上代数
的であることを示す．
体の昇鎖 F ⊂ F

`

α
´

⊂ F
`

α
´`

β
´

を考える．仮定より α は F 上代数的であるから，F
`

α
´

は F の有限
次拡大である．また，β も F 上代数的であるから，F

`

α
´

上でも代数的で，従って F
`

α
´`

β
´

は F
`

α
´

の
有限次拡大である．Theorem 1.3.24 (p.15) (昇鎖の次元) によって，F

`

α
´`

β
´

は F の有限次拡大であ
り，Theorem 1.4.10 (p.18)によって，F

`

α
´`

β
´

のすべての要素は，F 上代数的であることが言える．
α ± β, αβ, α

β
は F

`

α
´`

β
´

の要素であるから，定理は証明された． ¨

有理数体 Q 上の多項式の zero 点，つまり Q に係数をもつ方程式の解，を「代数的数」(algebraic

number)と言う．Theorem 1.4.12から，次が成り立つ：

Corollary 1.4.13

代数的数の集合は Cの部分体である．

§ 1–5. SC-作図

1.5.1 SC-作図とは?

定木 (straight-edge) とコンパス (compass) のみを用いる作図を SC 作図 (straight-edge-and-

compass

construction)と言うことにしよう．
次の section §1.6 (p.22)での「作図不可能性証明」のために，この section では，いくつかの要点を整
理し，

SC作図可能数 (SC-constructible number)

という概念を定義しよう．まずは，SC作図を厳密に定義することから始める．
「SC作図問題」とは，

点集合 {P1, P2, . . . , Pm}が与えられたとき，それらから定木と compass のみを用いて，
点の有限系列

Pm+1, Pm+2, · · · , Pm+n

を作り，求める結果を得る

という問題である．もちろん点集合 {P1, P2, . . . , Pm}以外に直線や円が与えられることもある．しかし，
直線が与えられることは，その上にある 2点が与えられることと同値であり，また円が与えられることは，
中心と円周上の 1点が与えられることと同値であるから，一般性を失うことなくこのようにして定めるこ
とができる．

与えられる点集合{P1, P2, . . . , Pm}を初期集合 (initial set)と言う．また，加えられていく点Pm+1, Pm+2, · · ·
は，初期集合の要素で定まる直線または円の交点であるか，そうでなければ作図の過程で得られた点で定

まる直線または円の交点である．

例として，任意に与えられた角の 2等分線の SC作図を見よう．
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Example 1.5.1

任意角の 2等分．Figure 1.1 (p. 20)

• 初期集合 {P0, P1, P2}.

• 加えられる点列 P3, P4.

Figure 1.1: 角の 2等分．

P0

P1

P3

P2

P4

SC作図の厳密な定義は，次の Definition 1.5.2で与えられる：

Definition 1.5.2 (SC-作図)

作図のどの段階であっても，既に存在している点に，次の SC-Ruleのいずれかの手順で

得られる点のみを新たな点として加えることができる：

SC-Rule (Figure 1.2 (p. 20)を参照のこと．)

(i) 既に得られている点 Piと Pj とを結ぶ直線を引き，必要ならば延長して，既に得られて

いる他の直線または円との交点を得ること．

(ii) 既に得られている点 Pi を中心にして，既に得られている 2点 Pj , Pk の間の距離を半径

とする円を描き，既に得られている直線または円との交点を得ること．

Figure 1.2: SC-Rule

Pi Pj

Pi

Pj

Pk

このように SC-Rule を定めると，3つの作図不可能性問題は次のようにまとめられる：

(I) 立方体倍積問題 Doubling the Cube

初期集合 {P0, P1}が与えられたとする．SC-Rule のみを用いて点の系列を作り，2点 P0, P1の

距離 d の 3
√

2倍の距離をもつ 2点 Pi, Pj を得ることは可能か．
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(II) 円積問題 Squaring the Circle

初期集合 {P0, P1}が与えられたとき，SC-Rule のみを用いて点の系列を作り，線分 P0P1の
√

π

倍の距離をもつ 2点 Pi, Pj を得ることは可能か．

(III) 角の 3等分問題 Trisecting an Angle

初期集合 {P0, P1, P2}が与えられたとき，SC-Rule のみを用いて点の系列を作り，∠PiP0P1が

∠P2P0P1 の
1
3
に等しくなるような点 Pi を得ることは可能か．

1.5.2 SC-作図可能数

「SC-作図可能である実数」(SC-constructible real number) という概念を定義しよう．

Definition 1.5.3 (RC-作図可能数)

γ ∈ Rが SC-作図可能な数である，または単に作図可能な数であるとは，
∣∣P0P1

∣∣ = 1であ
るような初期集合 {P0, P1}から始めて，SC-Rule のみを用いて，

∣∣PiPj

∣∣ = γをみたすような

2点 Pi, Pj を得ることができることである．

明らかに， 3
√

2が作図可能数であることと立方体の倍積は同値であり，
√

π が作図可能数であることと

円積 (円の正方形化)は同値である．
以下，SC-作図可能な数の集合を ΓSC，または単に Γ で表す:

ΓSC = Γ def=
{
γ ∈ R

∣∣ γ is SC-constructible
}

.

THEOREM 1.5.4 (平方根で表される数)

ΓSC = Γ は Rの部分体であり，更に次が成り立つ：

(i) Γ は有理数体 Qを含む：Q ⊂ Γ.

(ii) α ∈ Γ, α > 0 ⇒ √
α ∈ Γ.

Proof.

α, β ∈ Γ とすると，定義より
˛

˛α
˛

˛，
˛

˛β
˛

˛を長さにもつ線分 (の端点)は作図可能である．長さ (線分)を
移すことができるから，

˛

˛α + β
˛

˛，
˛

˛α − β
˛

˛を長さとする線分 (の端点)も作図可能である．

同様に
˛

˛αβ
˛

˛，
˛

˛

˛

α
β

˛

˛

˛

を長さにもつ線分 (の端点)も作図可能である．

よって，作図可能な数の集合 ΓSC は有理演算について閉じているから，体である．
初期集合 {P0, P1}について，

˛

˛P0P1

˛

˛ = 1 ∈ Γ であるから，

1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, · · · ; 1 − 1, 1 − 1 − 1, 1 − 1 − 1 − 1, · · ·

は作図可能であり，よって Γ は整数環 Zを部分集合として含む：Z ⊂ Γ.
n ∈ Z, m ∈ Z+ について n

m
∈ Γ であるから，Γ は有理数体を含む：Q ⊂ Γ.

さらに α ∈ Γであれば，Figure 1.3 (p. 22)の作図を実行すれば，
q

˛

˛α
˛

˛が作図できるから，
q

˛

˛α
˛

˛ ∈ Γ.

¨

Theorem 1.5.4 (p.21) から，次が解る：

有理数体 Qから出発して，

• 有理演算を実行することと

• 平方根を作ること

不可能性証明 §1.5.
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Figure 1.3:
√∣∣α∣∣の作図 (NY)

∣∣α∣∣P0 P1 1
P2

Pi

√
|α|

の 2つの操作により得られる実数はすべて作図可能である．

これを体の理論のことばで言い換えたのが，次の Theorem 1.5.5である：

THEOREM 1.5.5 (有限列の存在)

γ ∈ Rが SC-作図可能であるのは，次をみたすような正の実数の有限列 γ1, γ2, . . . , γn が

存在する場合である：

γ1 ∈ F1 F1 = Q,

γ2 ∈ F2 F2 = F1(
√

γ1),

γ3 ∈ F3 F3 = F2(
√

γ2),

· · ·

γn ∈ Fn Fn = Fn−1(
√

γn−1),

γ ∈ Fn+1 Fn+1 = Fn(
√

γn).

Proof.

Theorem 1.5.4 (p.21)より明らか． ¨

この Theorem 1.5.5 (p.22)は，体の昇鎖

Q = F1 ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ · · · ⊂ Fn ⊂ Fn+1

の存在を主張していることに注意しよう．この昇鎖は，次の課題である「作図不能な数」に関する考察で，

決定的な役割を果たす．

§ 1–6. 作図不能性証明

1.6.1 作図不能数

§1.5 (p.19)では，有理数から出発して，平方根を求めることを有限回，有理演算を有限回，施して得ら
れる数，例えば

2 +

√
3 −

√
2
7

+
√

2

は，RC-作図可能であることを見た．これが，Theorem 1.5.4 (p.21), Theorem 1.5.5 (p.22) の意味で
あった．

この §1.6 では，この逆を考えよう．つまり

不可能性証明 §1.6.
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すべての作図可能数は，有理数体Qから出発して，有理演算と平方根をとる演算を有限回
施すことによって得られるか?

を考察する．

次の Theorem 1.6.1は，この問に YES!と答える：

THEOREM 1.6.1 (作図可能数は平方根で表される)

γ ∈ Rが作図可能である，つまりγ ∈ ΓSCであるならば，次をみたすようなγ1, γ2, . . . , γn ∈
R+ が存在する：

γ1 ∈ F1 F1 = Q,

γ2 ∈ F2 F2 = F1(
√

γ1),

γ3 ∈ F3 F3 = F2(
√

γ2),

· · ·

γn ∈ Fn Fn = Fn−1(
√

γn−1),

γ ∈ Fn+1 Fn+1 = Fn(
√

γn).

Proof.

§1.6.3 (p.25)で証明する． ¨

この定理を，我々の主定理 (Principal Theorem, Hauptsatz)とし，

実 2次体の作図可能性定理 CTQ

Constructibility Theorem of Real Quadratic Field

と呼ぶ．

この CTQは，Theorem 1.5.5 (p.22)の逆であることに注意しよう．

THEOREM 1.6.2 (作図可能数の次数)

grg ∈ Rが作図可能である，つまり α ∈ ΓSCならば，γはQ上代数的であり，かつそのQ
上の次数は 2の非負整数べきである：

γ ∈ ΓSC ⇒ ∃s ∈ N ; deg (γ, Q) = 2s.

Proof.

γ ∈ Γ とし，Theorem 1.6.1 (p.23) で γ を作図する過程ででてくる数を

γ1, γ2, . . . , γn

とする．以下，i ∈ Z+, 1 ≤ i ≤ n として，実数
√

γi は多項式 X2 − γi の zero 点であるが，γi ∈ Fi で
あるから，この多項式は Fi [X]に属する．よって Definition 1.2.7 (p.6)によって

deg (
√

γi, Fi) = 1 or 2.

また Fi+1 = F√
γi であるから，

[Fi+1 : Fi] = 1 or 2.

このような体の拡大を順次行えば，体の昇鎖

Q = Fi ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ Fn ⊆ Fn+1

が得られるから，γ は Q上代数的である．
更に，体の昇鎖

Q ⊆ Q
`

γ
´

⊆ Fn+1

を考えれば，deg (γ, Q)は [Fn+1 : Q]の約数であり，よって，ある s ∈ Nが存在して

deg (γ, Q) = 2s.

¨
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1.6.2 3大作図問題の不可能性

Theorem 1.6.1 (p.23)，つまり我々の主定理 CTQ の証明は後回しにしてあるが，この定理さえ認めれ
ば，立方体倍積問題と任意角の 3等分問題についてその不可能性を証明するのは容易である．証明は帰謬
法による．つまり

もし作図が可能であるとすれば，Q上の次数が 2のべきではないような作図可能数が存在
することになり，Theorem 1.6.2 (p.23)に矛盾する

という線で，証明が行われる．意外なほどアッケナイ !!

THEOREM 1.6.3 (立方体倍積の不可能性)

与えられた立方体の倍積立方体の 1辺は，SC-作図不能である．

Proof.

体積が 2である立方体の 1辺は 3
√

2である．よって立方体の倍積は，長さ 1の単位線分から始めて，
SC-Rule に従って，長さ 3

√
2の線分の端点を作図することと同値である．

もし立方体の倍積が可能であると仮定すれば， 3
√

2は作図可能数である： 3
√

2 ∈ ΓSC.
ところが，Example 1.4.9 (p.17)により

irr
“

3
√

2, Q
”

= X3 − 2

であるから，
deg

“

3
√

2, Q
”

= 3

である．3 = 2s をみたす s ∈ Nは存在しないから，立方体倍積は作図不能である:

3
√

2 6∈ ΓSC.

¨

THEOREM 1.6.4 (任意角 3等分の不可能性)

任意に与えられた角を 3等分する直線は RC-作図不能である．

Proof.

もし任意角の 3 等分が可能であるならば，特に大きさ π
3
を 3 等分して π

9
を作図することができる．

このとき，簡単な作図によって π
9
を 1つの鋭角にもつ直角 3角形を作図できるから，cos π

9
の値を長さ

とする線分の端点が作図可能である．
ところが，Q上の cos π

9
の最小多項式 (人呼んで「3倍角公式」!)

irr
“

cos
π

9
, Q
”

の次数は 3次であるから，
deg

“

cos
π

9
, Q
”

= 3.

従って cos π
9
6∈ ΓSC であるから，立方体倍積の場合と同様にして，π

3
を 3等分することは不可能であ

る． ¨

THEOREM 1.6.5 (円積の不可能性)

与えられた円に等しい面積をもつ正方形は，SC-作図不能である．

Proof.

半径 1の円の面積は π であるから，もし円の正方形化が可能であるとすれば，
√

π を長さとする線分
の端点が作図可能である．
このとき，

√
π は Q上代数的であることになるが，(

√
π)

2
= π であるから，π も Q上代数的である

はずである．
ところが，π は Q上代数的でない (残念ながら今は証明できない)から，円積は SC-作図不能である．

¨

不可能性証明 §1.6.
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1.6.3 主定理 CTQ 証明

ではいよいよ，我々の主定理 CTQ Theorem 1.6.1 (p.23)，つまり

実 2次体の作図可能性定理

Constructibility Theorem of Real Quadratic Field

の証明に入る．まず，次の定義を用意する：

Definition 1.6.6 (F 点，F 直線，F 円)

F を Rの部分体とする．

• ある点が F 点であるとは，その点の x-, y- 座標がどちらも F の要素であることである．

• ある直線が F 直線であるとは，その直線が 2つの F 点を通ることである．

• ある円が F円であるとは，その中心が F点であり，かつ半径が 2つの F点間の距離に等
しいことである．

Example 1.6.7

(a) 点 (2, 1)は Q点である．

(b) 点
(
1,

√
2
)
は Q

(√
2
)
点である．

(c) 直線 y = 2xは Q直線である．2つの Q点 (0, 0), (1, 2) を通るからである．

(d) 直線 y =
√

2xは Q
(√

2
)
直線であるが，Q直線ではない．

(e) 円 x2 + y2 = 4は Q円である．

(f) 円 x2 + y2 = 2は Q
(√

2
)
円である．

Example 1.6.8

Q直線 y = xと Q円 x2 + y2 = 4の交点は
(√

2,
√

2
)
と

(
−
√

2, −
√

2
)
であるから，Q点で

はなく Q
(√

2
)
点である．

ある作図の過程で，すでに P0, P1, P2, . . . , Pk が得られたとする．適当に座標系を定めたとき，すべて

の点 P0, P1, P2, . . . , Pk が F 点であるような，Rの部分体 F を考える．
S. C. Rule (i), (ii)に従って作図を進めるとき，新たな点 Pk+1, Pk+2, · · · , Pk+nを得るが，それらの点

は次のうちのどれかである：

(a) 2本の F 直線の交点 ;

(b) F 直線と F 円の交点 ;

(c) 2つの F 円の交点．

次の補題は，新たに得られる点の座標は，高々「平方根が増える」だけであることを主張する:

Lemma 1.6.9

F を Rの部分体とする．

(a) 2本の F 直線が 1点で交わるとき，その交点は F 点である．

(b) F直線と F円が交わるとき，その交点が F
(√

α
)
点であるような正の実数 αが存在する．

(c) 2つの F 円が交わるとき，その交点が F
(√

α
)
点であるような正の実数 α が存在する．

不可能性証明 §1.6.
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Proof.

F 直線の方程式は
ax + by + c = 0 (1.10)

と表され，ここで a, b, c ∈ F, a2 + b2 6= 0である．また，F 円は

x2 + y2 + px + qy + r = 0 (1.11)

で表され，p, q, r ∈ F である．

(a) 2本の F直線が交わるとき，その交点の座標は (1.10)の形をした 2式からなる 1次の連立方程式を
解くことによって得られる．このときに用いられるのは，F 上の有理演算 (rational operations
on F) — 加減乗除 — のみであるから，交点は F 点である．

(b) F 直線と F 円が交わるとき，その交点は (1.10)と (1.11)を連立してできる 2次方程式の解として
求められる．2次方程式の解を与える algorithm

x1, x2 = (x1 + x2) ±
q

(x1 − x2)
2

からただちに解るように，この解 x1 と x2 は，

α = (x1 − x2)
2 ∈ F

とすれば F
`√

α
´

に含まれるから，交点は F
`√

α
´

点である．

(c) 2つの F 円

x2 + y2 + p1x + q1y + r1 = 0,

x2 + y2 + p2x + q2y + r2 = 0

の交点は，この内の一方の F 円と，直線

(p1 − p2) x + (q1 − q2) y + r1 − r2 = 0

の交点である．この直線は 2つの F 点
„

0, −r1 − r2

q1 − q2

«

,

„

− r1 − r2

p1 − p2
, 0

«

を通るから F 直線である．よって (b)の場合に帰着されるから，ある α ∈ F について，2つの F
円の交点は F

`√
α
´

点となる．

¨

以上の準備によって，主定理CTQ — Theorem 1.6.1 (p.23) — の証明が可能となる：

Proof of CRT

Proof.

γ を SC-作図可能数とする： γ ∈ ΓSC.
作図可能数の定義 Definition 1.5.3 (p.21)によって，点列

P0, P1, P2, · · · , Pn

が存在して，これらの 2点間の距離が
˛

˛γ
˛

˛である．
初期集合 {P0, P1}について

˛

˛P0P1

˛

˛ = 1であるから，P0 (0, 0)，P1 (1, 0)として，座標系を設定する
ことができる．P0 と P1 は Q点であることに着目する．証明は帰納法による.

F1 = Qとする．1 ≤ k ≤ n− 1なる k について，P0, P1, P2, · · · , Pk がすべて Fk 点であると仮定
する．ただしここで，Fk は Rの部分体である．

SC Rule によって，次の点 Pk+1 は次のいずれかである：

(i) 2本の Fk 直線の交点；
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(ii) Fk 直線と Fk 円の交点；
(iii) 2個の Fk 円の交点．

従って，Lemma 1.6.9 (p.25)により，点 Pk+1 はある正の実数 γk について

Fk+1 = Fk (
√

γk) , γk ∈ Fk

と定められる体 Fk+1 の点，つまり Fk+1 点である．
Fk ⊂ Fk+1 であるから，次が言える：

P0, P1, P2, · · · , Pk+1 は Fk+1 点である．

従って，k に関する帰納法によって正の実数の列

γ1, γ2, . . . , γn

が存在して，次をみたす：

γ1 ∈ F1, F1 = Q,

γ2 ∈ F2, F2 = F1 (
√

γ1) ,

γ3 ∈ F3, F3 = F2 (
√

γ2) ,

· · ·
γn ∈ Fn, Fn = Fn−1 (

√
γn−1) .

従って，Fn の点からなる点列 P0, P1, P2, · · · , Pn のうち，どの 2点間の距離
˛

˛γ
˛

˛も，Fn のある要
素の平方根である．つまり

∃γn ∈ Fn, γn > 0 ; γ ∈ Fn (
√

γn)

が言えた． ¨
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